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带费用的校对问题的最优停止
`

罗 建 书

(系统工程与应用数学系 )

摘 要 本文用逼近的方法给出了校对间题中 P o i sso n模型与二项模型的最优停止规

则
,

并得出了二项模型中参数 二 具有先验分布 风
a ,

b)
, a

> o
,

b> 。时报酬序列的结构
。

关桩词 最优停止
,

单调性
,

渐近规则

分类号
一

0 2 1 2
.

1

下面的模型可用于带费用的金属探伤的最优停止问题
。

设一篇打印稿有 N 个错误
,

N 是一个非负随机变量
,

且 E N < oc
.

现通过相继的
n

次校对来发现并改正这些错误
。

设每次校对的费用为
` > o

,

通过 k 次校对后仍未发现的

每个错误具有损失费用 d . ,

设 {d
, ,

k 一 1
,

2
,

… }为有界序列
。

记 X
,

为第 k 次校对中发现的

前 k一 1次校对中没发现过的错误
。

设在给定 N
,

X
l ,

…
,

X卜
,

时
,

X
.

的条件分布为二
舀一 1

项分布 “ (、 一 p
·
,

,

其中 、 一
N 一

答
X

` ,

八 为第 ` 次校对中发现每个错误的概率
。

第

k 次校对后的报酬函数为

少*
= 一 k c 一 d * E (N

*

}X
l ,

…
,

X
,
)

,

k 一 l
,

2
,

… ( 1 )

记概率空间 (口
,

了
,

尸 )
,

g 益二 a( X
, ,

…
,

X
二

)
,

一个 (了沁)停时
:
是满足 {r 一司 任 `了认

, n

一 1
,

2 ,

…的随机变量
,

记 了一 仕为 ( j 犷元 )停时
,

P 仕< oc }一 1 且 勿厂< oo }
.

要求停时
: .

任了
,

使得 }

E夕
, ·

= s u P E y
二

( 2 )

T
.

5
.

F e r g u s o n 和 J
.

P
.

H a r d w i e k 证明了当 N 服从二项分布 B (W
,
二 ) (W > 0

,

o ( 二 (

1) 或 P oi ss o n
分布 (参数为 又> 0) 且满足一定条件时

,

一步向前看规则 l[j )

。 1
= in f {, ) 0

,
夕

,

) E {少
, + ,

}X
l ;

· , · ,

X
二

} } ( 3 )

是最优的
。

本文利用 S ne ll 包的极限性质
,

证哄了有限序列 {y
, ,

…
,
y 。

}的最优停止规则 护

渐近子 { y , ,

…
,

y
, ,

… }的最优停止
。

并证明了当 E N < oc 且 d(
二

一武 + ,
+ 氏十 ,

p
, 十 ,

) E (N
。

}

了们非增时
, 。 1

是最优停止规则
。

最后
,

用逼近的方法给 出了当 N 服从 P oi ss o n
分布与二

项分布时的最优停止规则
,

且讨论了当二项模型中参数
二
具有先验分布 月(。

,

b) 时
,

报酬

序列 { y
, ,

1提 n < oc }的结构
。
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1问题 的一 般解与单调情形

对于报酬序列 ( 1 )
,

记 夕 , n 一 {
r
任乡产 沁 ) n}

,

y
。

~

V 飞
.

e
笼哭

p E{ 州了
· ,

叭 一

溉匈
一 V -

对于有限情形 { y , ,

…
,

y
;

}
,

即最多校对 K 次停止
,

记了之一 { r 任了
, , r毛 k }

,

欢一 es
s -

S u p E 义。
, :

1萝
。

}
,

V 又一 s u p Ey
r ,

V告= V 走 ,

则由仁2〕
,

y之= y
,

V E 长y之+
,

}了
。

}
, 。 = l

,

2
,

…
,

k 一 1
,

y生
犷二

r 〔 了二

一 y ; ,

v 龚一 E 欢
.

令

。 `
= in f {n ) 1

,

y之= y
。

}

易知均决一 V `
·

因 7 :
,

v 之关于 K 单调上升
,

故 }哭欢 存在
,

记为 了石 同理可知 {兜代鑫

V
。

存在
。

引理 1 设 { d
二

}为有界序列
,

则 y
。

一 y
二 ,

代 一玖
.

证 明 令 式~ 一成 E {N
,

}了
,

}
,

式一 n : ,

则 ( x 二)
-
一氏E {N

,

}凄尹五 } 镇试 E {州
梦

。

}
,

由 E N < 二及 {d
二

} 的有界性知 { ( x 孟)
一

} 一致可积
,

而对一切 r 任犷
,

E 式一
。 E r

< 叭 此因 C E r

镇场乒< 笑
·

由口〕中定理 4
·

4 知 乙一 7二 由单调收敛定理
,

v 益一 {嘿斌 一 {哭
E 对一 E y

二

~ E y
二

一 v
二 .

证毕
。

因为当 y
,

一欢
+ `

时
,

y
,

一欢+ `
) 欢 ) y

, ,

从而 y
。

~ 欢
,

所以 犷一 inf { 1镇
n簇 k

,
y

。

一欢 }

毛 in f { z镇 n 毛无+ z
,
y

,

= y之
十 `

}= 犷+ ’ ,

{口
介

}关于 庵非降
。

定理 1 令 。 一 inf {
n ) 1

,
y

,

一 y
,

}
,

设 {d n} 有界
,

则 口
是最优停时

,

且 。 一 h m 扩
.

证 明 记 “ 一 }嘿*.a 由引理 1 得 欢镇乙一 了一 从而 言( 民 另一方面
,

在 A 。
一 份一

m }上
,

对 w 〔 A , ,

存在 N
二 ,

使得当 k > N
。
时

,

尹 (w )一m
,

儿 (w ) 一礁 (切 )
,

从而 y .
(w )一长

(动 一 了,

w( .) 在 A 、
上

, “ 镇反 因此
, “ 一 }嘿己

·

往证
“ 的最优性

。

由于 V 一黔与
一 故对任意

` > 0, 存在 氏 ` 了
,

使得 汤
` ) v 一乙 而 氏 A K 任了

庵

皇

{ r 任了
,

城
无 }, 且浊

氏八走一 。
,

从而 h m y 、 八 ;
一 y 、

·

根据引理 1 的记号
,

苏一式一式
, ”

一 1
,

2, 一 {工
·

}一致可积
,

{` 二}单调增加
,

故 hm 脚
。 。 ;

) E {}兜、
: 八 *

}一为
、 ,

于是存在 K
。

>

0
,

使得 Ey
、 。 泛
妻Ey

· 。

一 `妻V 一 2。
,

(k ) K
。
)

·

由于
。 .

A k 任了
` ,

故 Ey
护 ) Ey

, 。 。 .

) V 一 2。 ( k )

飞
。
)

,

因此
,

短与
, ) V 一 2: ,

令 ,
。

,

则浊与
, ) 认 另一方面

,

显然有浊场
护镇 v

·

由

{少 }关于 K 非降知场一 {哭与
护一 .V 证毕

。

引理 Z E {X
。 、 :

{厌
,

}一 p
。 + IE {N

,

4`犷
”

}
.

证明 记 , 一 、 x
,
一 二* ,

是一 1
,

2
,

…
, , }

,

刀。
一 {、 一 m }自,

,
:
。

一习
。 * ,

则在 , 上
,

E {X
, ,

1
月

罗
月

} = E {X
。 + 1

IA }

一

渝致几
。

.xl 」
Pd 一

段

一

渝妙
, +

;Pd

宁鲁
: {二

。 + 1

,。
,

}
,

E {X
, 、 ,

{B
。

} = P
。 十 1

(m 一 t
,

)
,

所以

1 0 0



E { X叶
,

IA } 一 户
, + 1

习m

爪 = ￡.

P {B m }
尸仁A }

一 P
, + I t ,

= p
, 一 1

咬E {N IA } 一 t
,

}

另一方面
,

在 A 上
,

E {从 ! A } -
{A }

`

。
* _ -生一交{

“ 一
’

一了 P 丈A } 丈二宝
`

,
X

;

Pd = E {州 A } 一 t , ,

因

此 E {X
。 + :

1了石} 一 P
, + I

E {N
,

1夕扁}
.

引理得证
。

记 A
。

一 {E {头+ ,

}夕扁}簇 y
,

}
, n ~ 1

,

2
, ·

… 若 A l

g A
Z

g … g A
二

g A 、 1

9 …且 U 态 ~ 口
,

则称 {y
二 ,

岁吮
, n ) 1 }属于单调情形

。

由引理 2
,

A
。

一 { ( d
,

一 d
, + ,

+ d
, + 沪

。 + l
) E {N

,

1夕瑞}簇
c }

.

令
d 、

= in f {n ) z
,

E {y
, + 、

{夕扁}成 y
,

} = in f { n ) z
,

(试一风+ 1
+ d

, + ,
p

, + ;
) E {从 ,了

月

} (
: }

,

若 N
。

生三; o
,

因为 E (N
,

l了
。

)是非负上鞍
,

由上鞍收敛定理
,

五 {N
,

I了
,

}立斗。
,

从而
。 1

<

定理 2 设 N
。 ~

竺; o
,

{ J
,

}有界
,

( J
。

一 J
。十 ,

+ 己
二 + 1
户

, + 1
)￡ {N

二

f式 }非增且 君。 1

< 。
,

则

a l

是最优停止规则
。

证明 由 (d
。

一 d
, + 1

+ d
二+ ,

P
。 + ,

) E {N
。

j
L

罗扁}非增知 A
。

么 {E 妙
, + ,

}了
,

}镇夕
,

}二 A
。 + 1

套

{￡ {夕
, + 2

1了
, + 1

}蕊 夕
, +

小
。 一 i

,

2
, ·

… 又因 N
。

生二 。
,

由前所述
, 。 ,

< oc 。
.

。
. ,

从而 尸

`月
I
A

·

}一 `
,

故 {, 一只
, n ) ` }属于单调情形

。

又 汤: 一 c E “ 1
+ E {成

I

N
· ,

}镇 c E “ 1
+ 以E N <

的
,

d( 二瞥么< oc )
,

故 al ` 了
·

由〔2习定理 .3 3
,

只需证明对每个
r 任了

,

且 E r < oc
,

有

}二丁
{。

。 , y ; d , 一 ”
( 4 )

因为

黑丁
{ r> , , y ; d , 、 黑丁

、 , > , , n ` d , + 贩丁
、。

。 ,“
·

N d ,

一黑
· , `· > · , + 贩

d
·

丁
、: > , , N d ,

一 e
工i里

n P { r ) , }
.

。成 及 ~ 习Pn { r 一 , } ~ 艺 P{
: ) , } < oc ( 5 )

从而习 p {: )
, }一习 ( , 一 m + 1 ) p {: 一 , }一。 (m一。 )

又习 (。 一 m + : ) , {: 一 , }一 习 (二+ , ) , {
:
一 ,

卜呻 {:
) m ,

,

由 ( 5 )式得 冲 {
: 妻m卜

。 ( m

~ oc )
,

所以 ( 4) 式成立
。

因此
d ,

是最优的
。

证毕
。

2 P o i s s o n 模型与二项模型

设打印稿的错误数 N 服从 P oi s os n
分布 了 (幻

,

P
,

~ P
,

d
,

一 d
, n ~ 1

,

2
, ·

… 对于有限

情形 { y
, ,

1簇 n
镇 k} 有

1 0 1



定理 3设 ( X
, + 1

1X
; ,

…
,

X
。 ,

N ) ~ B (从
,

P )
,

则

当 、 ) n 。
一 in f

{
, ) 1 ,

, ( : 一 , )
·

簇乞 {时
( 八 “ J

夕
,

+ d劫 ( 1 一 P )
”

(k 一 n 一 P ) 一 ( k 一 n ) c , n < n 。

夕
。 , n 。

成
n 成 k

丁
气 |l

、

一一

.

之月

y

矿一 n 。 ,

从而最优停止规则
a 一 hm 扩二 n 〕 〕

.

证明 记 A ~ {N
。

~ }j
,

B
。 :

N )一刀 (N
。 ,

P )
,

则

P 咬A B
,

} = P 咬X
,

=

…户 {凡 ~

几少+ 止.

{ x
,

二 。 、 ,

z ( 、簇 , }
,
,

,

一习
二、

,

注意到 ( x
, 十 ,

}x
l ,

…
,

X
, ,

a 。

}X
:

一 a ` ,

1 镇 i 成
。 一 1

,

N
, 一 ,

= j 十 a ,

a ,

!N 一 j 十 t 。 }
.

P {N = j + t
二

}

j ! a l ! … a ,

!

e 一 ’
户“ ( 1 一 户 )

” , +

三
“

一
` ,

p 咬B
二

}一 习 p { {N 二 ` }B

宜~ t月

, 井共
, 、

“ l 工… a 。
二

`“ ( z 一 户 )三
“一 、 ’ e “ , 一 p , ”

因此
,

P {N
,

一 j {X
`
= a . ,

z ( i镇 n } =
{久( 1一 P )

”

}
’

] !

e 一 ’ ,̀ 一 p , “ ,

故 五 {N
,

}x
`
= a . ,

1蕊 i镇 n }~

习Pj {N
,

二 j ! x 一
。 . ,

1镇 、成
, }一 * ( 1一 P) : 欢一 , ; ,

由弓!理 2 知 E { x
;

}二卜
,

}一 , 卜
,
+

( P人d (1 一 p )
` 一 `
一 。 )

` ·

易知
,

当 n ) n 。

时
,

欢一 y
, ; 当 n < , 。

时
,

欢~ y
。

+ 又户d (1 一 p )
”

k( 一 n 一

P) 一 k( 一
,

.)c 故 尹一 n0
·

由定理 1知 “ 一 {嘿犷 是最优停止规则
。

定理得证
。

当 N 服从二项分布 B (M
,

动时
,

其中M 为打印稿的总字数
, 二 为每个字 出错的概率

,

则称为二项模型
。

仁1〕中给出了 (N
,

! x
、 ,

…
,

x
二

)一 B (从
,

二 )
,

其 中从一M 一 习 x
, , 二。

一

;r H ( 1一 户
,

) /「( z一 , ) + ;r H ( 1一 户
,
) 〕

.

设 P
,
一户

,

d ,
= d

,

j ~ 1
,

2
,

…
,

记 口= 1一 P
,

少~ l j二 l

一 7r ,

则报酬函数 (l ) 成为

y
,

一 一 n c 一 d
汀 q

”

s + 啊
”对

” , , 一 1
,

2
,

… ( 6 )

in f

定理 4

。 ) 1
,

证明

设 N 服从二项分布 B (M
,

们
,

则报酬序列 ( 6) 的最优停止规则存在
,

且 a t
-

汀 q
凡

s
+ 啊

”
从簇先 {是最优停止规则

。

P “ )

由于 y
, * ,
一 y

,

= 一 : 一 d (二
, + ,
一瓜 ) 从 + d 二

, + :
X

。 + 、 ,

E {X
, + ,

}
`

岁瑞} = p E {N
。

j
.

犷
,

}
,

因此

E 王y
。 + ,

一 夕
,

1了
,

} = 一
`
一 d ( 二

, + ,
一 二。

)从 + d气 + I
E {X

, + ,

}了
,

} ~ 一
。

+ p d二
,

从
,

从而 `“ `y
,

一 ,只 , 簇 y
·

, 一 `。 ` (
命

,
·

因 凡 - ! ” + 1
一拜

弋夕
, 十 :

}了
, + ,

}簇 ,
二 + ,

}二咬E {夕
。 + ,

卜笋扁}毛少
,

}
, n = 1

,

2
,

…
,

{少
。 ,

Ps
才犷

-

.

乡
犷 ,

气 > 0
,

从
+ 1

镇从
,

故 {E

, n ) 1} 属于单调情形
。

因

为
二 二

二
万q

n

s + 厂 q
” ~ o

,

n( ~ oo )
,

。簇从镇M
,

故
a ,

< oc a
.

:
.

且 E o l

< oo
,

由定理 2 知 。 ,

是最

1 0 2



优停止规则
。

证毕
。

设 二
具有先验分布密度

a x一 ’
(1一 x)卜

’

B (a,

b )
,

o < x < 1 ; a > o
,

b > o
( 7 )

x 簇 。 或 x ) 1
,

才

!之
,

l
、

一一
、声

X
了、

风

式中 。 〔`
,

占)一

丁;
x一 、 1一二 )卜

1

、
.

引理 3 设
二
具有 ( 7) 式 中先验分布密度 风

. 。

x( )
,

记 B一 {X
、
一 a ` ,

1镇 i ( n}
,

t
二

-

则a

·

名-1i

M 一 、

习 j
少. 1

M 一 t
.

( 1 一 P )叮B ( j + t
,

+ a ,

M 一 t
,

一 j + b )

、.......少一
、

1
.声矛

1
1、一

!E {从 }B
,

} =

M 一 人

( 1 一 P ) 叼B ( j + t
,

十 a ,

M 一 t
,

一 j + b )红习间

证明 由
“

更新技巧
” ,

p 、、 一 ,卜 J;
p 、N 一 , }! 一

}, 一 `X , d X

M

一

未奋卫“
一 “ ` 一 ` , “

一
`

dx

一

(梦)
B ,̀ +

a ,

M 一 , + ” , /B `一` ,
·

因 尸 {N
,

二 j
, B

。

M一 、

户 (卜 P) 耐三
`“ 一 t,)

一五
,

厂
二可里 丑 (。

,

占)
M ! B ( j + t

,

+
a ,

M 一 t
二

一 j + b )

j ! (M 一 t
,

一 j ) !

ó
.

习间
P ( B

.

) -

P )
. 少 ,

云尸 `从 一 j
, B

,

}一

j= 0

户 (1 一 p )三、 一 ,

a l ! … a 二

! B ( a ,

b )

M ! B ( j + t
.

+
a ,

M 一 ` 一 j + b )

j ! ( M 一 t
,

一 j ) !
( 1 一

故 尸 (从一 j }B
.

} ~

fM 一九 1
_

1
.

}刀 ( j + 忿
。

+ a ,

M 一亡
。

一 j + b ) ( 1一 P )
” ,

L ] J

M 一 t
,

k
( 1一 P ) 戒 B ( k + t

二

+ a ,

M 一 t
二

一 k + b )习间

所以
,

材一 、

E {N
,

}刀
,

} = 习 j户{N
,

一 j IB }

M 一 t二

云 j
M 一 久

( 1 一 P )
” j B ( j +

t 。

十 a ,

M 一 t
,

一 j + b )

M 一 t
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