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一类带扰动时变系统的运动稳定性
`

裘兆泰

(系统工程与数学系)

摘 典 本文引进矩阵测度概念
,

讨论了一类带扰动的线性与非线性时变系统的运动

稳定性
,

所得到的渐近稳定性条件改进了文 〔习的结果
,

并去掉了文〔4〕中要求冬统的线性部

分为李推普诺夫可化组的限制条件
。

关 . 词 矩阵测度
,

时变系统
,

稳定性

分类号 0 1 7 5
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1 引 言

文献【3〕讨论了一类时变系统的稳定性
。

该文表明利用分解理论和线性大系统稳定性

分解的方法
,

通过构造二次型的 二。 yH
O。 函数

,

可以证明当对称矩阵 A “ ( : ) 一喜〔
A ( : ) +

刀 解曰 刀 供
’

~ 一 门~ 一叭~
曰 J ’ “ ~ ,

’

一 ~ ~
’ J … ~ J/ 一

` 一 J r护 ~
’ 下

一
、 一 ’

2
` -

一
’

A· `亡 ,〕的所有特征根 “ : ,镇一 “ : , < 。 “ 一 `
,

2
,

一
, 且

{刃
“ ! ,d ` 一 + 一 时 `以下简

称为条件 ( A ) )
,

系统

J 忿
一弓分 二 入戈t ) x
己 r

( 1
.

1 )

的零解是渐近稳定的
.

但是我们未能见到作者的具体证明
。

应该指出文献〔3〕所给出的仅是时变系统 (1
.

1) 零解渐近稳定的一个充分条件
,

考虑

如下的二阶系统

{
, . s i n t }

一
xl 十 (

怪 卞 下厂 )几

- 一 X Z

( 1
.

2 )
,孟勺̀

·

X
.

X
èel之111

则有

} 一 : : + 掣 )
1 乙不 l

A 月 ( t ) = !
.

!

12 + 竺罗 一 }
L 乙工 j

易知尸 ` , ,有一个“ 值 ` ()t 一

钟
+

剖 >0
,

从而文献〔3〕中提供的判定准则此时失
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效
。

本文引进矩阵测度的概念
,

首先对文献仁3马中的基本定理给出一个十分简洁的证明
,

并改进和推广了文献 [ 3〕的结果
。

本文所建立的稳定性判定准则容易证明系统 (1
.

2) 零解

的渐近稳定性
,

同时去掉了文献仁4〕中要求系统的线性部分为可化组的限制条件
。

2 预备定理

先引进矩阵测度的定义
。

定义 2
.

1 设 A (t ) 为 R
” “ ”

上连续的矩阵
,

{} A (t 川 }
,

是相应的矩阵范数
,

定义矩阵测

度 产 ( A ( t ) ) 任 C ( R
” 火 ” ,

R )为

产 ( A ( t ) ) = l im

一
。+

{} I + ￡A ( t ) }1
:
一 1

`

_ _ _ 、

厂A伙 )t 十 A (t ) ]

=
1 l l a 入 人 }

—
!

,
’

L Z J
( 2

.

1 )

易知矩阵测度有下列性质
:

( i ) 对任意 A ( t ) 任 C ( R
” X ,

)
,

有

一 {I A ( t ) }l
:

毛一 产(一 A ( t ) ) 镇 R e又( A ( t ) ) 屯 产 ( A ( t ) ) ( I} A ( t ) }}
:

( 2
.

2 )

( 11 ) 对任意 A ( t )任 C ( R
” 火 ”

)
,

有

尸 (
a A ( t ) ) =

a 产 ( A ( t ) ) ( a > 0 ) ( 2
.

3 )

( 111 ) 产 (
·

)是 尺
” ` ”

上的凸函数
。

引理 2
,

l 系统 (1
.

1) 零解 x 一 。 在 R 十上一致渐近稳定的充分必要条件是
:

存在常数

。
、

又> o
,

使当
t ) t 。 时

,

有

!}必 ( t
,
t 。 ) }}

:

簇 m e 一 , “ 一 `。 ,
( t

。

) o ) ( 2
.

4 )

其中 中 (
· , ·

)是系统 (1
.

1) 中 A (t )的状态转移矩阵
。

证明见文献「2 ]
。

引理 2
.

2 考虑线性时变系统 l(
.

1)
,

令 }}
·

1}是 尸上的 向量范数
,

}{ A ( t) }{ 与

产 ( A (t )) 分别是 r
K ”

上对应的矩阵范数和矩阵测度
,

则对任意
: ) t。 ) o

,

成立不等式

X (艺
。
) {!二 p

!丁}
。

一 , 仁一 A `· ,〕d
·

{
、 !} X ( ! ) }. 、 .} X (:

。
) ,,二 p

{{}
。
产〔 A`· ,〕d·

}
( 2

.

5 )

事实上
,

对充分小的

卑 }l 二 ( , ) r} 一 l im

毛 l im

O > O有

}】x ( t + △ ) }1 一 {{ x ( t ) 】{
△

}】I + △A ( t ) 】} 一 1

△
x ( t ) + l im

。 ~ 。小

}10 (凸 ) {1
公

= 产仁A ( t )〕 1} x ( t ) !}

两边同时从
t。 到 t 积分

,

即得到 ( 2
.

5) 右端的不等式
。

类似可证明 ( 2
.

5) 左端的不等式也成立
。

引理 2
,

3 若系统 (1
.

1) 满足条件 ( A )
,

则其零解 x = 0 是渐近稳定的
。

此即 [ 3〕中的基本定理
,

这里用矩阵测度给出一个简洁的证明
。

证明 由引理 2
.

2
,

对任意
t
妻 t0 ) O有
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x( t) 1 !( x( t。
)

!}二p

{又
, 〔A `· , d ·〕

卜
,.

x ( t。 )

: f
` _

_ _ 、

厂A T
( t ) A ( t )门

,

11 “ x p ) J
,。 ’ n
梦

x ^ `

L
se 一
甲厂一」。

r

成 1I x ( t
。
) Ij e x p 占( r ) d r

现 古( t ) > o
,

故
e x p

一

又
“ ` r , J r

有界 不妨设上界为 M > 0
.

对任给
。 > o

,
·

只要取 !} x

八
|八

、

自厂

( ,。 ) 11<鑫
,

即可知 ( 1
.

1 )的零解 x = o 稳定
。

、 入了
’ ` I’

’

J 户“ “ 占 .
占 / 目 J

丫解 该 “
’

婚瓜
。

又由条件

又
` (t ) d ` 一 +

一 故对任给
C> O ,

总存在 T “ , > “
,

使 “ ! > t0 + T (的

时有
。 x p

}
一
厂
。 ( r ) d r

}< 了二提节
厂

,

从而系统 ( 1
.

1 )的零解 二一。 为渐近稳定
。

一 刁 曰 一
r

I J
,。 ’ 一

{ 、 !} x ( t
。
) }}

’
夕

、 ” ’` 刁 、
口 ` “ ` ’

“ “ J 一

丁~ 一 ” / J ” , ,

~ 卿~
“

推论 若对称矩阵 A伙 t) 的所有特征根 去 (t )簇一占< 。 i( ~ 1
,

2
,

…
,

)n (以下简称为

条件 ( A
。
) )

,

则系统 (1
.

1) 的零解 二 ~ o 是全局一致渐近稳定的
。

引理 2
.

4 设系统 ( 1
.

1 )满足条件 ( A
。
)

, s u p l! A ( t ) 1}
2
= K < + co

,

中 (
· , ·

) 是 A ( t )

的状态转移矩阵
,

定义矩阵函数 , ()t 一

犷`
(·

,
,冲 (一 : )“ ( ,

铆
)

,

则 户(t) 对一切 。
。 对称正定

,

且存在正常数
a 、

月
,

使对一切 x 任 r 有

ax 任 ( x 协 (t x) ( 脚场 (t ) 0) (2
.

6)

证明 1
“

由条件可知系统 l(
.

1) 的零解 x 一。 为一致渐近稳定
,

又由引理 2
.

1 可知存

在正常数 m
、

又
,

使 I!中 ( : ,
t ) ,!

:

( m e一 , ` r 一 ` ,
( r ) t )

。

于是

, ( , ) }}
2 、
工厂

}{ ,
·

(一 ,
冲 (一 , ) ! ,

Z
d· 、

{厂
m

Z·

一
d· < + -

从而 (P )t 在 R+ 上有定义
,

且由 P ( t) 的表示式可知 P ( t) 是对称
、

正定的
。

o2 对任意 x 任 R
” ,

我们有
X ·

, ( , ) X 一

犷
X · ` (·

,
, ) , (·

, , ) X d

一 丁厂
X

·
(一 ￡,

X , X `一 ,
,
X , d·

一

f
,, X `

· ;` , X , ,,’ d · ( 2
.

7 )

其中 X (: , t
,
x )叠必 (r

,

t) x
,

在时刻
r 的取值对应于初值为 x (t )的系统 ( 1

,

l) 的解
。

利用引理 2
.

2 及矩阵测度性质
.

便有

!}X ( r ; t
,
二 )

代入 ( 2
.

7 )即得

2

) }} X ( , , ,,一 p

{
一

丁)
产「一 A`“ ,〕d“ ) ,, X “ ,

,l
e x p丈一 k ( r 一 t ) }

X· , (。 ) X 、
{了

}}X (` ) Ze一 2奋 ( r一 ` 、 d r -
1 二 、 二

获 x’ x 耸 ax
一

x ( 2
.

8 )

另一方面我们又有

1IX ( r ; t
,
x )

2 、 “ X ( : , ,̀二 p

{丁:
, 仁A `“ ,〕d“

}
X “ , ,,二 p

{丁:
m ,

X ,`

[
A (口) + A T

( 8 )

2 」d6 }
x ( t )

e一 古 ( r一 t z



声

~
.

一
兰

~ 一

一
闷

一
一

一
一一

~
~

-
~ -

一
一

一 一

从而
X ·

, ( , ) X 、
{不

}} X (才 ) }}
2·

一
d
一矗

X一 二 、
了`

( 2
.

9 )

综合 ( 2
.

8 )
、

( 2
,

9 ) 即证明了引理
。

引理 2
.

5 设矩阵 A (t )有界
,

则系统 l(
.

1) 的零解 x 一 o 为一致渐近稳定的充分必要

条件是
:

存在唯一对称正定的矩阵 (P t)
,

满足 ( 2
.

6) 并且使得

P ( t ) + A T
( t ) P ( t ) + P ( t ) A ( t ) - 一 I ( 2

,

10 )

证明 1
“

先证充分性
:

作 v( t ,

对 一了 P (t x)
,

则

公 ( t
,
x ) }

、 ,
.

, )
= x T

P ( t ) x + 才丁 P ( t ) x + x T
P ( t )全

一 x T
(户(t ) + A 丁

(t ) P (t ) + P (t ) A (t ) ) x - 一 x T x

现 : ,

(t
,
x ) 为正定无限大且具有无穷小上界

,

而 试 t ,

x) 负定
,

故 系统 ( 1
.

1) 的零解 x 一 。是

全局一致渐近稳定的
。

o24 证必要性
,

设 , (

一
,是 ` ()t 的状态转移矩阵

,

令 , ()t 一

犷`
(一 id)t (·

,

t) d r (t ) O )
,

由引理 2
.

4 可知 P ( t) 对一切 t ) 0 对称正定
,

且对一切 x 呀 r 有
a
广 x 毛 xT P (t x) 镇 月产 x

往证上述定义的矩阵函数 P (t )满足条件 ( 2
.

10 )
。

首先我们有

, (: ) 一

丁了
〔̀

·
(一 , , , `一 , ,〕;d一

, 了 “
, ` , , “

, ` ,

一

丁了〔“
(一 , ,` (一 : , + , ·

(一 ` ,“ 一 亡) 〕d一
` ( 2

·

“ ,

因为
丁

r叼

, ·
( ·

, , )` (一 , ) d一 丁厂
, ·

(一 , ,〔“ 一 ` , + , `一 ` , A (` ,〕d

一
, “ , A “ ,

( 2
.

12 )

而 必 (:
,
t ) + 中 ( :

, t ) A ( t ) 一 [必( :
, t )中 ( t

, r ) + 中 ( r ,
t )八 ( t )中 ( t

, : ) 〕中
一 `

( t
, r )

= [必 ( r ,
t )中 ( t

, r ) + 必 ( r , t )必( t
, r ) 〕中

一 ’
( t

, r )

一 早仁
。 (

: ,
, )。 ( ,

, r ) 〕。 一 ,
( ,

, : ) 一 擎
。 一 1

( 。
, r

) 三 。

口 Z 一
口 r

从而由 ( 2
·

1 2 )式得出
犷扩

(一 , )` (一 , )“ 一
, ()t , ()t 以及

丁厂“
(·

,
,冲 (一 , ) dr 一

A T
( t ) P ( t ) 代人 ( 2

.

1 2 ) 式即得 P ( t ) = 一 A T
( t ) P ( t ) 一 P ( t ) A ( t ) 一 1

.

3o 最后证明唯一性
,

仍假设 中 (
· , ·

)为系统 ( 1
,

1 ) 中 A (t ) 的状态转移矩阵
,

由 (2
.

10 )式有

中 7
(

r ,
t ) 〔A T

( t ) P ( t ) + P ( t ) A ( t ) + P ( t ) 〕巾 ( :
,
t ) = 一 梦 (

r ,
t )中 ( r , t )

上式左端可写为

劳
T
( : ,

t ) P ( r )巾 ( r , t ) + 中 T
( :

, r ) P ( t )币 (
r ,

t ) + 扩 ( r ,
r )户( r )中 ( :

,
t )

一

暴: , ·
(一 , , , “ , , `一 ` , 〕

代回前一式且同时积分
,

就有

{
一

县〔
。 二

( : ,
, ) , ( , )。 ( r ,

, )〕 J :

一 {
一。 二

( :
,
: )。 (

r , : )、 r

J t
口

` J r

或即
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扩 (
r, , ) , ( , )。 ( r ,

, ) l
r

二厂一犷“
一 ` , ’ ` r , ` ’ “ r

因当系统 (1
.

1) 的零解 x 一 。 为一致渐近稳定时
,

应有 h m巾 (t
, r ) 二 。

,

从而有
卜 , C口

一 , ( , )

一犷“
(一 :冲 (一 , ) d ·

也即 , ( , ) 一

犷
, ·

(一 , ) , (一 , ) d ·

3 主要结果

考虑带扰动的线性时变系统

李一 ( , (` ) + B ( , ) ) x

e r
( 3

.

1 )

其中 x 任双
。 .

( 3
.

1 )的非扰动部分表示为 ( 2
.

1 )
。

这里 A ( t )
、

刀 ( t )都是在 J 一 〔t。 ,

+ co ) 上

连续的
, X n

矩阵函数
。

定理 3
.

1 设矩阵 A (t )有界且满足条件 ( A
。
)

,

若

l im 一互一
卜 + 。 t 一 t o t 又

B ` r , ’`
Z
d· <
命 ( 3

.

2 )

则系统 (3
.

1) 的零解 x ~ 。是渐近稳定的
。

这里
口 、

声由 (2
.

6) 决定
。

证明 由条件可知线性系统 (1
,

1) 的零解是一致渐近稳定的
,

从而由引理 2
.

5 可知必

定唯一存在对称正定矩阵 户(t )
,

满足 (2
.

10 )
。

作系统的 刀。 y即。 函数为
v (t

,
x ) 一 x r

P (t ) x
,

则由引理 2
.

4 可知存在正常数
a 、

月
,

使

对一切 x 任 R
。

有

ax
T x ( v( t

,
x ) 镇脚

T x (t ) 0)

计算 v( t
,
x )沿系统 ( 3

.

1) 的全导数

d
, . 、

}
气花刀气t

,
工少】

a ` l ( 3
.

1 )

一 沈T P (t ) x + x T
p (t )才 + x T

户(t ) x

~ x T

〔( P ( t ) + A T ( t ) P ( t ) + P ( t ) A ( t ) ) + ( B
T
( t ) P ( t ) + P ( t ) B ( t ) ) 〕x

= 一 x T x + x T

〔B
T
( t ) P ( t ) + P ( t ) B ( t ) 〕x

一一 }! x }}呈+ Zx T
P ( t ) B ( t ) x ( 3

.

3 )

( 3
.

3) 的后一项可改写为

x T
P ( t ) B ( t ) x = ( P ( t ) B ( t ) x

,
x ) 镇

簇 !} P ( t ) !}
:

}! B ( t )

再由 ( 3
.

3 )即可得到

户 ( t ) B ( t ) x }!
2

!} x

、声
于

X己了
浮̀Z、、

V

`

、
.

1
几乙

.
.

1
.刀

口
..d

, 、

1 一

, 井 v 气t ,
x ) l ` 之二

a i
l ( 3

.

x )

1
,

2夕
- 气布 州卜 —P a

B ( t )

_
_

_
. _ 、

「 { 1
.

2口 「
` . , 。 , 、 、 , , _

\
,

门
十是有

. ( `
,二 ) 簇 ” ( `。

’
x 。 ’ e x p

L( 一 万十 硕荞不沥 J
`。 “ 。 气r , “ Z a T

j
L̀ 一 `“ ’ 」

利用条件 (3
.

2) 可知上式右端方括号内部分当 t~ 十 co 时为负
,

从而有 l im v ( t
,
x ) 二 0

.

而

v (t
, x )是定正的

,

故又有 l im x ( t ) ~ 0
.

由 ( 3
.

2 )还可推知必定存在 t l

) t。
,

使当 t ) t ,

时



1
.

2夕 ft
: 。 l_ 、 l. J_

一
。

一
~

下 叫卜 于穴一 -代 -; 妞 ) l。 、 ` 2 11 2 “ ` 、 、 u

P 口火̀ 一
不。 少 J夕。

此时显然有
v ( t

, x )簇
v ( e。

,
x 。

)
。

记 }{ x }{ 二 名 }x
`

卜 因 }! x }{
2

镇 {} x l! ( 了不
~

!} x }{
2 ,

可得到当 : ) , 1

时有

}二 ,} 、
二

}}· }一 、

}存
· (忿

,
· )

}
` 、

{存
· ( :

。 , · 。
)

{
` 、

{碧!
` }}二

。

}.

于是
,

妻 t 。 )
。

对任给 。 > 。
,

只要取 。一冬{哟 备。 。 ,

则当 。二
。

}}

` 、 “ l

从而系统 (3
.

1) 的零解 x ~ o 是渐近稳定的
。

< 沙时就有 }! x ( t ) }! < 。 ( t异 t l

推论 , 定理中条件 ` 3
·

2 ,可改为
“

少聚 ! ,” ()t “
2

<
翁

”

其余不努 结论仍然成如

若条件 ` 3
·

2 ,改为
“

},” (t , }̀
2

<

命
一 贝̀系统 ` .3 ` ,的零解 工一 “ 为一致渐近` 定

。

从上述定理的证明中可以看出
,

条件 ( A
。
)首先是为了保证系统 (1

.

1) 的零解一致渐

近稳定
,

同时对 户(t )给出一个确切的界限
,

从而可作出估计式 (3
.

幻
。

实际上只要系统

(1
.

1) 的零解一致渐近稳定
,

由引理 2
.

1可知必存在常数 二
、

人,

使得

}} , ( , ) .,
2 、
丁了

!! “ (一 , ) }! !} , (一 ` ) }}`
· 、

!了
m

Z·

一
d · 二 风 < + -

从而此时 {}户 (t ) }}
2
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本文略去了所有的应用实例
。
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