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摘 要 本文提出一个构造的 P N完全问题 H C R并证明其 P N完全性
。

在此基础上
,

通

过分析通用图灵机带头移动的次数
,

讨论 了通用图灵机上任一求解 R H C 的算法的复杂性
。

分析结果揭示了在简单计算模型 (定义 见正文 ) 上寻找 一个对满足 R H C 的任意输入
,

而不

是对某些特殊实例都能正确求解的算法的困难性
。

根据本文的讨论
,

我们认为
,

给出本文分

析的严格论证或许只是时间问题
。

关锐词 复杂性
,

算法
,

N P 问题
,

N P 一完全问题

分类号 T P 3 0 1
·

5

N P一完全问题的求解复杂性决定 N P 一 P 是否成立
。

1 9 7 0 年
,

C O O K 证 明了 S A T 任

N P C[
` 〕

。

此后
,

人们证明了 3 0 0 0 个以上的问题的 N P 完全性川
。

关于 N P 完全问题的求

解复杂性有许多猜测和分析
,

很多人倾向于 N P 完全问题不是多项式时间可解的
,

即 N P

并 P[
,

, ’ 〕
.

1 9 8 7 年
,

图论六大难题之一的子图同胚问题终获解决孙
s j

,

更多的人开始倾向于

N P一 P
。

本文是对上述倾向的反动
。

究 N P 完全问题难获解决之因
,

我们认为
,

在于难以确定求解一个 N P 问题所必需的

操作
。

通常讨论计算复杂性都和一个具体的模型有关
。

因此
,

每提到一个问题的计算复

杂性下界
,

都要指出在什么模型下某种操作需要多少
。

这 自然引起下述问题
:

( 1) 不采用指定的某种操作
,

不能求该问题吗 ?

(2 ) 如果取相同的耗费标准且不限制计算模型
、

不限制所采用的操作
,

该问题的计

算复杂性下界又是多少 ?

如果确定
一

了求解一个问题所必需的操作 (与模型无关 )
,

就可以讨沦问题的固有计算

难度
。

一个操作必然涉及操作对象
,

模型 M 上一个算法的执行过程中全部操作所涉及的

对象的个数和次数决定了算法的计算复杂性
。

这在通用图灵机上对应于带头移动到表示

相应数据的代码段并在其上工作
。

带头的移动当然是最基本
、

最起码的工作
。

所以
,

一

个算法涉及的对象的个数和次数的多少决定通用图灵机上带头移动的次数
,

因而决定了

它的计算复杂性
。

求解一个问题的任一算法必需的复杂性即问题的复杂性下界
。

因此
,

讨论 N P 完全问题的时间复杂性
。

首先要确定什么操作是求解该问题必需的操
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作
。

本文首先定义 了简单计算模型和复杂计算模型
,

然后提出一个构造的 N P 完全间题

R H C
、

证明 R H C 与 O P R H C 的 N P 等价性
,

最后分析在简单计算模型上设计一个对满足

O P R H C 的任意输入而不是对某些特殊实例都能正确求解的算法的困难性
。

1 主要结论

定义 1 计算模型 M 称为简单计算模型当且仅当它满足以下两个条件
:

lo M 的计算能力与通用图灵机等价
;

2o 对求解任意规模为
n

的问题
,

M
_

h 的每个基本动作 (用图灵机模拟 ) 的完成时

间囿于 n 的多项式函数 P ( n)
。

定义 2 计算模型 M 称为复杂计算模型当且仅当它满足以下两个条件
:

1
“

M 的计算能力与通用图灵机等价
;

2o 对求解任意规模为
。 的问题

,

M 上的每个基本动作 (用图灵机模拟 ) 的完成时

间不囿于 , 的任一给定的多项式函数 P ( n)
。

计算复杂性研究中采用的模型 (如 R A M 模型等 ) 都是简单计算模型
。

因为复杂计算

模型上 由于每个基本动作的
“

复杂性
”

可以导致算法的
“

简单性
” ,

这将使复杂性讨论不

能正确反映问题的固有计算难度
。

相反
,

若在简单计算模型上定义耗费标准
、

进行必要

的简化和讨论复杂性
,

就复杂性量级而言
,

则能准确反映问题的计算难度
。

下面所提到

的模型都指简单计算模型
。

现在提出一个构造的 N P 一完全问题
。

实例 设 G 一 < v
,

E > 为一个简单无向图
,

各顶点的标号为 1 ~
n ,

边 i{
,

j} 的权

C l(
,

)j 为 。或 1
,

B 为一个正整数
。

问
: G 中是否存在一个以顶点 1 为起点的顶点序列

二一 < 1
, v : ,

…
, v ,

> 满足条件
:

① 1一 二 :
一 … v ,

一 1构成一条哈密顿回路
;

② f ( 二 ) 成 B ?

其中 了( , ) 一 1 *
( n + i )

,卜 ` , e ` ,
+ 名

v ` 二
( n + z )一

` J I , `了 : ,

…
, 。 , , ,

为 C ( 1
, v Z

)
,

C ( v Z , v 3
)

个排列且满足条件
: 。 ` ,

镇 。 ` 2

簇… 簇“
。 。

为讨论方便
,

记这个问题为 R H C
。

对于 R H C

定理 1 R H C 任 N P C

证明 显然
.

R H C 任 N P
。

对于非确定图灵机
,

( B 即可
。

C ( v , _ 1 ,

关 c , ,

v ,

)
,

C ( v , ,

1 ) 的一

,

显然有以下结论成立
。

只要猜想一个顶点序列并验证 f ( ;r)

其次
,

R H C 任 N P C
。

图为 R H C 可由判定问题 H C 多项式归结得到
。

这只要给 H C 问

题中的图的顶点编号
,

令各边的权为 1
,

并取下式即可
:

B 一 ( n
+ 1 )一

` 一

卜互
a

(
n

+ l )一
r ,

其中
, a
一

n
一 i + 2

爪最(注
:

H C 为哈密顿图判定问题
.

) 如果将 R H C 中
“

问是否存在一个顶点序列

其构成
`

哈密顿
’

回路且使 f (川 镇方
”

改成
“

在 G 中寻找一个顶点序列
二
使 f (们
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小
,

或在这样的顶点序列不存在的情况下回答
`
N O ”

,

就得到了另一个问题
。

为方便起

见
,

我们称之为 O P R H C
.

定理 2 R H C 任 P 当且仅当 O P R H C 是多项式时间可解的
。

证明 充分性显然
。

下证必要性
。

设求解 R H C 的一个多项式算法为 Q
.

利用 Q 可构造求解 O P R H C 的多项式算法如

下
:

s t e p l
.

令 B = ( n + 1 )
” 一 `

+

无解则终止
。

有解转至下步
。

s t e p 2
.

令 B ,
二

= 0
.

B二
二

=

习
。 ,

( , + 1 )一
,

其中 二 ;

一 , 一 、+ 2
。

调 Q 判 R H e 有否解
。

st e p 3
.

若 B 。 t。

一 B二
二 ,

则终止并据 B 确定满足条件的顶点序列
,

否则转至下步
。

s t e p 4
,

取 B = 仁( 1 / 2 )
二

( B . ` ,

+ B ~
二

) 〕
,

调 Q 判有否解
。

若有解 B 、
二

一 B
.

否则 B ,
。

= B
.

s t e P S
.

g o t o s t e P 3
.

上述算法必然终止
。

因为若干步以后
,

B . , 。

一 B .
, 。 s t eP 3 中根据 B 确定顶点序列可

以这样进行
:

在图 G 中逐条边考虑是否可去掉
。

若去掉该边以后
,

对指定的 B
,

R H C 仍

然有解
,

则继续考虑下一条边是否可去掉
,

否则恢复该边再考虑下一条边是否可去掉
。

这

样做的结果是 G 中最终只剩下一条哈密顿回路
。

由这条 回路我们可马上得到顶点序列
。

算法的复杂性集中在 st eP 3 , s t即 4和 st eP S
。

这三个语句的循环次数由 B 确定
。

设算

法 Q 的时间复杂性为 P ( n)
,

则上述算法的时间复杂性为

O ( l o g Z B 关 n Z ,
P ( n ) )

= O ( 10 9
2

( n 二
( n + 1 )

” 一 `
) , n , ,

P ( n ) )

= O ( l o g
Z n )

, n , 二
P ( n ) )

上述复杂性估计式中的 l o g Z B 为 s t e p 3
、 s t e p 4 和

s t e p s 的循环次数
, n ’

是
s t e p 3 中逐

条边考虑去掉时的循环次数
,

P (的 是考虑一条边是否可去时调 Q 判 R H c 有否解的时

间
。

根据定理 2
,

若 O P R H C 不是多项式时间可解的
,

则 R H C on t 任 P
,

于是

N P C 门 ( N P 一 P ) = N P C
,

即 N P 并 P

因此
,

证明了 O P R H C 不是多项式时间可解的也就证明了 N P护P
。

下面讨论求解 O
-

P R H C 的复杂性
。

目标是分析在简单计算模型上
,

寻找一个对 O P R H C 的任何输入而不是

对某些特殊实例都能正确求解的算法的困难性
。

虽然这种分析或许不是一个严格的证明
,

但分析结果至少表明
,

寻找求解 R H C 的多项式算法不是一件容易的事情
。

我们以操作涉及的对象的多少和次数来讨论复杂性
。

这相当于在通用确定图灵机上
,

带头要移动到表示相应数据的代码段并在其上工作
。

这是一个算法所必须的工作量
。

对

于求解 O P R H C 的任一算法
,

以下几点显然是必须满足的
:

(1 ) 算法实质上是从 {川 二 是 G 中的顶点序列且
二 构成一条 哈密顿 回路 } 中寻找

f (们最小者
,

因此
,

不论方式如何
,

一个算法必然唯一地确定了一 个淘汰
一

选择机制
。

该

机制以预先确定 ( 由算法确定 ) 的顺序和方式注视 (扫描 ) 着顶点序列
,

并能一步一步

地按预先确定 (由算法确定 ) 的顺序
、

方式和操作决定某些序列的保留和另一些序列的
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舍弃
,

直到仅 留一条序列
。

这里的操作包括淘汰
一

选择操作
。

虽然我们不知道这些操作具

体 怎样实现
,

但是
a

.

具有淘汰和选择功能的操作肯定存在
,

并且这些操作构成了淘汰
一

选择机制
,

否

则
,

算法不可能从众多的序列中选出解来
。

b
.

客观上存在的 (当然包括我们所有可能列举的 ) 各种各样的可以在求解过程中帮

助决定序列舍弃或保留
,

并能正确实现序列的淘汰和选择的操作
、

措施等
,

都属于淘汰
-

选择操作
。

( 2) 由于淘汰
、

选择操作是一个算法必须具备的操作
,

因此
,

其中必有基本淘汰
一

选

择操作
。

所谓基本淘汰
一

选择操作
,

这里是指满足以下三个条件的动作或动作群
:

a
.

该操作确定地以某种方式一次性引起一些序列的保留和另一些序列的舍弃
。

b
.

该操作包含为确定这些序列的保留和舍弃所需的辅助动作
。

这些动作的操作对象

只能涉及序列已经确定的点
,

而不能为确定某个或某些序列存在性和大小性的 目的涉及

未确定的点
,

并且因此而对随后的淘汰和选择产生影响
。

。
.

该操作 内部不能再分解出淘汰
一

选择操作
。

基本淘汰
一

选择操作定义中的条件 b 和条件
c 是为了保证其基本性

。

如果为确定某个

或某些 序列的存在性和大小性涉及了未确定的 点并且 由此而对 随后的淘汰和选择产生

影响
,

此时实际上 已引起了一次淘汰
一

选择
。

当然
,

淘汰
一

选择操作不排除无 目的使用未

确定的点
。

这种情况表明算法有冗余操作
。

基本淘汰
一

选择操作主要强调淘汰
一

选择的不可分解性
。

有淘汰
一
选择操作

,

当然也就

有不可分解的基本淘汰
一

选择操作
。

( 3) 在由一系列淘汰
一

选择操作构成的淘汰
一

选择机制中
,

有些操作的操作对象涉及

到前面的淘汰
一

选择操作的结果
。

这些淘汰
一

选择操作称为非原始淘汰
一

选择操作
,

否则称

为原始淘汰
一

选择操作
。

原始淘汰
一

选择操作的操作对象直接瞄准图中的顶点序列
。

任一

淘汰
_

选择机制所确定的淘汰
一

选择过程应该从原始淘汰
一

选择操作开始
。

为简便计
,

以下

简称原始的基本淘汰
一

选择操作为淘汰
一

选择操作
。

( 4) 由于输入的对称性
,

任一顶点序列都可能是要求的解也可能不是要求的解
。

因

此一个正确的算法应具备完备性
,

即任一顶点序列都应在算法的考虑之内
,

对于输入的

任意一个实例
,

算法都必须能从 {川 7r 是 G 中的顶点序列且 二 构成一条哈密顿 回路 } 确

定出要求的解
。

( 5) 无论是指明对一类序列的舍弃还是保留
,

都必须以某种确定的方式直接或间接

地
、

显式或隐含地确定地涉及这类序列
,

否则可认为该操作与该类序列无关
。

所谓间接

涉及
,

我们是指一个序列因另一序列被涉及而间接地被涉及
。

( 6) 我们可以仅分析任一求解 O P R H C 的无冗余操作的算法中
,

由该算法确定的淘

汰
_

选择机制所包含的原始的基本淘汰
一

选择操作的性质
。

这并不失一般性
。

如果算法有

冗余操作
,

去掉这些冗余操作仍可得到一个正确的算法
。

从 {川 二 是 G 中的顶点序列且 二 构成一条哈密顿回路 } 中寻找 f (动 最小者需要不

断淘汰不可能产生解的顶点序列
。

不论淘汰
一

选择具体 怎样进行
,

对最终产生的结果必须

能确认其最小性
。

因此
,

算法必须以某种方式扫描所有的顶点序列并最终认定其余序列
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都小于等于最后产生的结果
。

这样
,

最终产生的作为解的顶点序列必然在一系列的淘汰
-

选择操作 中与其它序列直接或间接地相遇并淘汰掉其余序列
。

再次指出
,

淘汰
一

选择操作

是实质上具备淘汰和选择功能
、

并事实上引起了一次淘汰和选择过程的动作或动作群
,

它

不一定是 比较操作
。

例如
,

按语言识别的观点
,

它也可能是直接以某种方式产生并在产

生的同时舍弃其余
,

等等
。

客观上存在的 (当然包括我们所有可能列举的 ) 各种各样的

可以在求解过程中帮助决定序列舍弃或保 留
,

并能正确实现序列的淘汰和选择的操作
、

措

施等
,

都属于淘汰
一

选择操作
。

下面分三种情况说明这种淘汰
一

选择过程的复杂性
。

1
。

一次淘汰
一

选择操作中
,

如果被选择的类和被淘汰的类都只确定了不足 1 2/ 的点

并且被确定的点集 5 1

和 S :

满足条件
:

5
1

自 S
:

井 甲且 5
1

护 5
2

且 5
1

井 甲

本次淘汰
一

选择不可能正确完成
。

因为淘汰
一

选择不一定逐条序列进行
,

这里使用类的概念
。

所谓类在这里是指组或集

合
。

其次
,

正如前面我们指出的
,

这里的确定包括显式或隐含地确定
。

我们首先考虑决定本次淘汰和选择之先必须完成的事情
。

由于淘汰
一

选择操作不能

涉及未确定的点
,

要决定淘汰和选择操作怎样进行必须充分利用已经确定的信息来预测

和判定 f (二 ) 的变化趋势
。

这需要确定点在序列中的位置 (或顺序 )
,

以及由此而来的联

结这些点的边及其权
。

如果进行上述判断只需用到所确定信息的一部分
,

则说 明算法有

冗余操作
,

本次操作之先不产生这些冗余信息即是
。

又 因为任何一条 回路可能存在也可

能不存在
,

所以必须预测已经确定的部分点将来发展成解的可能性
,

至少必须能断定
,

肯

定存在某种方式
,

使 目前 已确定的点能联结成一条路径
。

其次
,

我们考虑本次淘汰
一

选择操作之后必须完成的事情
。

由于序列并未完全确定
,

进一步的确定还将进行
。

根据哈密顿 回路点不重复的性质
,

本次淘汰
一

选择之后的对序列

的确定依赖于本次淘汰
一

选择之前的对序列的确定
。

这也需要确定点在序列中的位置 (或

顺序 )
,

以及 由此而来的联结这些点的边及其权
。

因此
,

不论以何种编码方式 (为了降低计算复杂性
,

编码必然尽可能简单 ) 来描述

解
,

也不论按什么性质或规则来淘汰序列
,

以下几点必须满足
:

( l) 不能脱离输入的图的顶点间的联接关系及序列的大小关系
。

这将要涉及到图的

顶点及联接点的边
。

因为我们寻求的解
,

根据问题的定义
,

仅决定于联接方式与大小关

系
。

( 2) 必须支持不可能产生解的序列
,

即被淘汰的序列从集合 {川 二 是 G 中顶点序列且
二 构成一条哈密顿回路 } 中分裂出去

。

这至少使得被保留的序列必须被确定性地编码表示

出来
。

( 3) 如果编码表示的
,

在一次淘汰
一

选择操作中被保留的序列集合
,

在以后的淘汰
-

选择过程中要分 P 种情况使用
,

则可认为本次淘汰
一

选择操作可分解成 P 个淘汰
一

选择操

作
。

由于这里的淘汰
一

选择操作为原始的基本淘汰
一

选择操作
,

若 P 不囿于 n 的多项式函

数
,

则算法已不是多项式算法
。

若 P 囿于
,

的多项式函数
,

则一个原始的基本淘汰
一

选择

操作的 P 次计数
,

不会从本质上改变算法的计算复杂性量级
。
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因此可认为
,

无论以何种方式描述回路
,

实质上都是显式地或隐含地
、

直接或间接

地以某种方式通过确定点来实现
。

最后
,

我们考虑本次淘汰和选择之先
,

序列已完全确定的情况
。

此时
,

淘汰
一

选择是

逐条序列进行
,

下面我们将看到
,

其复杂性更高
。

根据哈密顿回路点不重复的性质
,

注意到 S
;

和 S
:

不全相同也有相同部分因而所确

定的边也不全相同
,

未确定的点和边
,

即那些将被逐步确定
,

以便和 已经确定的点和边

联接成一条哈密顿 回路的点和边也可以不全相同
。

当图的联通度较高时
,

必存在序列 ;lr

和 二 2 ,

使类 A 中含序列
二 1 ,

且不含序列
二 2 ,

类 B 中必含序列 ;r 2 ,

且不含序列
二 ,

.

调整各边的权
,

使 已经确定的边的权均等于 1
.

对未被确定的边
,

使 f (二
1

) 最小
。

得

到实例 E l
.

再调整各边的权
,

使已经确定的边的权均等于 1
。

对未被确定的边
,

使 f (二
2

) 最小
。

得到实例 E 2
.

E
;

和 E :

的存在说明
,

除非能进一步断定
二 ,

和 二 :

的存在性
,

仅根据已经确定的点
,

不能对 E ,

和 E :

都能正确求解
。

o2 一次淘汰
一

选择操作中
,

如果被选择的类和被淘汰的类中
,

有一类只确定了不足

1 / 2 的点
,

本次淘汰
一

选择操作不可能正确完成
。

由前面的讨论
,

一个算法必须先产生一些 已确定了 1 2/ 以上点的序列 以构成淘汰
-

选择机制
。

这又产生了两种情况
:

( l) 在一次淘汰
一

选择操作中
,

被选择的类 A 仅确定了不足 1 2/ 的点
。

一次淘汰
一

选择操作应同时能使类 A 中不能产生解的序列从类 A 中分裂出去
,

即导

致更多的点被确定
。

否则
,

算法不能从众多的序列中挑选出解来
。

如果类 A 仅确定了不

足 1/ 2 的点
,

类 B 却确定了超过 1/ 2 的点
,

类 A 与类 B 的淘汰
一
选择不可能实现对 A 的

分裂
。

因为这种操作不可能覆盖对类 A 的所有序列的考虑
,

这将使算法不具备完备性
。

(2 ) 在一次淘汰
一

选择操作中
,

被淘汰的类 A 仅确定了不足 1 2/ 的点
。

由输入的对称性
,

类 A 中任一序列有时存在
,

有时不存在
。

于是类 B 对类 A 的淘汰

需要确定任一序列
二 的存在性及 f (们 的大小性

,

这将使类 A 进一步分细
。

说明对类 A

的淘汰要分解成一系列淘汰
一

选择操作
。

本次操作不是基本淘汰
一
选择操作

。

于是
,

无论对情况 ( 1 )
,

还是情况 ( 2 )
,

都有实例使得除非进一步判断序列类中某

些序列的存在性
,

算法不能正确求解
。

事实上
,

因为两类序列 已被确定的点数不等
,

确

定点数较少的一类 中必含一序列
;r , 二 不在确定的点数较多的一类中

,

调整各边的权
,

使

f (二 ) 最小
,

得到实例 E 3 。

对实例 E : ,

不进一步判断序列 ;r 的存在性
,

便无法决定类 A

和类 B 的舍弃或保留
。

a3 淘汰
一

选择过程中
,

如果对于所有的类 (包括被选择的类和被淘汰的类 )
,

都确定

了 1 / 2 以上的点
,

则算法至少将从 ( 愁
。

) 个不同类中选出最优解
。

否则
,

算法将不能覆
一 ’

一 ~
’

一
曰 ` ’ 、 ” ’ ` ” 一

’
一一 /

’ ”

~
`

n 2/ ”
一

”
“

~
’

~ ~ ~
盯 “

~
“
曰 ~

’

一
’

“
, “ ’ 门 “

~

盖对所有序列的考虑
。

根据输入的对称性
,

如果算法不能覆盖对所有序列的考虑
,

则总

能找到一个实例 E
; ,

使算法对于该实例找不到解
。

这样的算法不是对所有实例都能正确

求解的算法
。

前面分析过
,

任一确定的算法都是以预先确定的方式来搜索解
,

因此最坏
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情况下
,

求解 O P R H C 的任一正确的算法
,

将在至少遍历上述 ( ,

)
2 , 个不同类之后

,

找

到问题的解
。

在意味着不论淘汰
一

选择操作具体怎样进行
,

也不论该操作一次可对多少个

对象进行运算
,

在通用图灵机上实现该淘汰
一

选择过程
,

输入带带头将至少移动 ( ,

{
2 ,次

。

因为通用图灵机必须在表示这些类的代码段上工作
。

显然
,

这种情况下算法的时间复杂

性至少是 。 ` ,

了
2 ,

。

这不是多项式算法
。

上面的分析过程中
,

并未指出淘汰
一

选择操作具体如何实现
,

而且分析是在简单模型

上进行
。

简单模型是具有
`

简单性
’

的模型类
,

而不是一个具体的模型
。

但是
,

不论模

型上是否提供了淘汰
一

选择操作
,

任意算法应该实现淘汰
一

选择过程
。

而存在的各种各样

的可 以在求解过程中帮助决定序列舍弃或保留
,

并能正确实现序列的淘汰和选择的操作
、

措施等
,

都属于淘汰
一

选择操作
。

2 结束语

上面的每一步分析
,

尽管不是很严格
,

但我们认为它至少有 以下意义
:

1
.

揭示了在简单计算模型上
,

寻找一个对满足 R H C 的任意输入
,

而不是对某些特

殊实例都能正确求解的算法的困难性
。

2
.

从某种程度上
,

分解了该问题并指出了研究该问题的今后的努力方向
。

算法研究中
,

寻找实际运行效果好的算法
,

也是人们努力的一个方 向
,

就很多问题

人们找到了一些运行效果很好的算法
。

按上面的分析
,

寻找求解 N P 一 完全问题的多项式

算法至少非常困难
。

对 N P一完全问题寻找实际运行效果好的算法是一个努力的方向
。

文献 〔6 ] 中介绍了一求解哈密顿图判定问题的高效算法
。

对 2 0 0 0 多例 64 阶以上图

作为输入的实际运行表明
,

该算法运行很快
。

虽然
,

本质上该算法是 回溯算法
,

但极少

出现回溯现象
。
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