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摘 要 本文概述了非标准分析发展 的简史
,

介绍了超实数系
,

导数的非标准表示
,

并

举例说明了数学命题的非标准证明 比标准证明更为简洁
、

直观
。

文章的后一部分介绍了 loe b

概率空间以及概率积分的
,

有限求和的表示
,

并指出概率论从本质上是初等的结论
。

关链词 非标准分析
,

loe b 概率空间
, ,

有限求和

分类号 0 1 4 1
.

4 1
,

0 2 1 1

3 00 多年前牛顿用流数法
,

莱布尼茨用无穷小方法同时创立了微积分
。

牛顿的流数法

实质上是把导数看成是增量之比的极限
,

而作为哲学家的莱布尼茨倾向于物质构成的
“

最终微粒
” ,

他把导数看成是无穷小增量的比 (即微商 )
,

大数学家 E ul e r 和 B e r
no ul h 也

都倾向于无穷小的方法
。

然而
,

人们在扩充数系到实数系时
,

证明了实数系是一个非阿

基米德域
,

在阿基米德域中是不可能存在无穷小的
,

于是无穷小终因它不是实数而被排

斥于分析之外
。

到了 1 9 5 7 年
,

d
’

Al
e m b e r t 在《百科全书》中推荐把微积分的基础建立在极

限论上
,

后来由 C a uc h y 实现了这个计划
。

这就是现行的标准分析
。

18 5 4 年 A
.

Ti m m er
-

m a n s 在 《微积分专著》的序言中说
: “

(极限方法 ) 从严格性和准确性来说比完全缺乏这

两点的对手即无穷小方法具有很大的优越性
,

因为前者对有限数量应用算术和代数的规

则
,

从而可以掌握其要领
。

可是后一种方法⋯⋯却毫无根据地认为 (无穷数 ) 符合同样

的运算法则 ⋯⋯
,

但是 L e ibe in
z

方法在简明和启发性方面具有太大的优点
,

以致于我们

不相信能够不讲到它⋯⋯
” 。

这里所指的
“

无穷数服从 (实数) 运算的同样规则
”

就是所

谓的 Lei be in z 原则
。

人们抛弃它
,

就是因为 I
J

ei be inz 原则没有被证明
。

即使这样
,

在标

准分析中到处还可见无穷小分析的痕迹
,

比如无穷小元素求和的方法即微元法
。

事隔 30 0

年后
,

在本世纪 60 年代美国数理逻辑家 A
.

R ob ins o n 运用数理逻辑中一个重要分支
—

模型论的方法
,

建立了实数系的扩张
:

超实数系
’

R
,

并且证明了 L ei be inz 原则
,

创立了

非 标准分析
。

这引起 了强烈 的反响
。

P
.

C a r ti e r 在著名的 Bou
r
b ar k 讨论班上称

: “

A.

R o bi n s o n 的 《非标准分析 》可能是本世纪的杰作之一
” ,

著名的数学家 G 乙de l (哥德尔 )

则认为
“

有很多理 由可以相信
,

非标准分析将以某种形式成为未来的分析
” ,

1 9 7 6 年 H
.

J
.

K ei sl e r 在威斯康辛大学为一年级大学生写了教科书 《初等微积分》 以及 自修书 《无穷
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小微积分基础》
,

试图普及非标准分析的教育
。

那么到底什么是非标准分析呢 ?

众知
,

实数系是一个完备的全序的阿基米德域
。

为了引入无穷小 (它定义为其绝对

值小于任何正数 )
,

一个 自然的想法是将趋于 。的数列看成是新系里的数
,

而把常数列

(a )等同于
a

.

为此令 R N = {(a
,

)
: a 。

任 R
, n 任 N }

,

在 R N 上可定义加法与乘法
:
(a ,

)+

(占
”

) = (a 二

+ 占
。

)
,

(a
二 ·

占
,

) = (a ,

b
。

)
,

于是 (R N ,

+
, ·

)构成 一个以 尺 为子环的可换环
,

在

R ·
中定义序关系

:

(a
。

)< (b
,

)。v · ,

、 < 娜 在这样的定
灯

,

(青{
并
程

无穷 /J., 比

上_
、 , ,

一 _ _ .

了1 )
、 _

1 一
, ‘ ,

~
.

:
.

~
. 、 :、

_ ~
,、 , 、

, , ,

~ 一一一
,

_ 。 一 一 、 ,
-

如当 n镇 8 时
,

}宁 }气告
.

可以看出
,

使上述不等式失效的
n 只有有限个

。

于是在 R N
中尸 一

-

一
’

‘ ’

( n )
. 8

‘
一

’

同 ~ ”~ 一一 ”
‘ 一 “ ’ 、 /

~ ” ‘
’
一 ‘

”
‘ ’ ‘ ’

价
’ “ ‘

一 一 一

考虑一种等价关系
:
(a ,

)~
r

(占
,

)拱 {n
: a 。

= 占
,

}任犷
。 ,

其中 罗
,

称为 Fr e eh e t 滤 厂,
尸

= {A

: A 任少 (N )
,

A’ (A 的余 集 )为有限集 }
,

按此 等价关 系 一
二 ,

可将 R N 划分为 等价 类

{[
·

]
,

}
,

令

R N / ~
:

= { [
a 。

]
r :

(a
。

) 任 R N }

在 R N / 一
,

中可类似地定义加法与乘法
,

因为 V ( a 。

)
,

(占
。

)任 R N ,

{n
: a ,

= b
,

}
,

{n
, a ,

>

b
,

}
,

{n
: a 。

< b
二

}
,

三者有且仅有一个集合属于笋
; ,

因此我们可相应地定义 R 勺 ~
,

中的

序
。

这个序是 * 中序的扩张
。

此时对任何正数
· ,

青
< · 不成立的 · 至多有限

,

因此
[钊

二

< 一 也即
[钊

;

就是新系中的无穷/J., 它的倒数便是新系
haJ

无穷大
。

但遗憾的是卿
一

,

不是一个域
,

因为域中是没有零 因子
,

也即域中两个元
,

如果其积为 O
,

则必有一个

为 0
.

可是若令
a 。

= 1
, n 为偶数

; a 二

= o
, n

为奇数
; b

。

= 1
, , 为奇数

,

b
,

一 。
, n 为偶数

,

则 [
a 。

]
r

并。
,

[ b
。

习
厂

半。
,

但 [
a 。

b
,

]
:

= 0
.

为此我们在 R N

中寻找更粗的等价关系
。

记 少 (N )

为 N 的子集族
,

厌仁夕 (N ) 称为是超滤
,

如果它满足
:

(1 ) 必百了
; (2) V A

,

B 任了
,

则 A n B 任了
; (3 ) 如 A 任了

,

B o A
,

则 B 任了
; (4 ) V A e 夕(N )

,

A 与 A
·

必有一个属

于 了
.

可以证 明存在着超滤子 梦。了
。 .

同样由 了 可定义相应的等价关系一
:

[
“ ,

] 一

防
,

]拱 {n
: a :

一 b
,

}任了
,

相应的等价类记为 [
·

]
.

令

6 = {(a ,

) 任 R N :

[ a
,

] = [o ] }

则利用 了 的超滤性质可以证明
,

夕是 R N

的一个极大理想
。

由代数学中一个定理可知
,

同

余类环 R 勺 ~ 三R 勺夕是一个域
。

令
‘

R 一 R 勺一
,

它就是一个以 R 为真子域的全序域
, ‘

R

中含有无穷小
,

因此
‘

R 不是阿基米德域
。

标准分析的一切概念都有在
’

R 上的自然扩充
。

设 f
: R 一R 为函数

。

我们可定义
‘

f
: ’

R ~
‘

R 如下
:
V

、
= [

s ,

] 任
‘

R
,

令
‘

f (: )= [ f (s ,

)」
,

R 上的二元关系 K 也可扩充为
‘

R 上的二元关系
’

K : S
‘

K t拼 {
n :

又K t。 }任了
.

R 上一

个可定义子集 A 可表示为
; A 一 {x 任 R ;

;r( 二 )}
,

其中 城二 )是一个形式语句
,

A 的非标准

扩充
‘

A 一 {x 任
’

R
:

‘

二 (x ) }
,

其中
‘ 二(x )就是将

二(x )中常量换为
‘

R 中对应的非标准扩

一
, , .

、_
二

{ _ ~
.

/ 1 } ~
‘ .

{ _ ‘

~
_

.

一 1 ) 二
‘ 、

~
_

一
、 ,

.

, _

一 一 一
充

。

比如 A 一 (x 任 R : si n x 蕊青 )
,

则
‘

A 一 {二 任
‘

R : ’

si n x 簇音 )
.

自然数集 N 也可用一系’ 一 “ r 一 刀 - 一 }
- -

一 一
’ -

一
~ Z J

’ ‘ 、‘

一 }
-

-

一 一
’ - -

一 ~ 2 {
一

目
“

m ~ , 、 一
’

~
“ ‘ ’“

~

列命题来描述
,

将它们换成
‘

R 中的语言
,

就可得到
’

N
.

N \N 就是无限大 自然数集
。

R o bi ns
o n
证 明了一个重要定理就是转换原理

。

设 a 是描述 R 中数学关系的某一形式

语句
。

只要将
“
中所指的常量换为

’

R 中对应物 (即非标准扩张)
,

就得到
‘

R 中一个形式

语句
’ a 。

转换原理表明
: a

在 R 中为真衬
‘ a

在
’

R 中为真
。

比如 R 中运算满足交换律
,

则
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在
’

R 中亦满足交换律
。

转换原理其实就是莱布尼茨原则
: “

适用于有限的法则也适用于

无限
” 。

应该注意的是
,

这些法则必须是用形式语言能有限表达的
。

令 I 表示一切无穷小超实数
,

凡
)

表示

一切有限的超实数
.

则可证明 R 里R 。

/I
,

也

就是说 任何有限超 实数 x 均可写成
厂
+

.

,

的形式
,

其中
;
任 R

,
j 任1

.

于是有限的超

实数系可示意为图 1
。

2 11 + 1 1 2 + 1 l
r

十 1 1 二十 I

2
r

;
+ I 称为是

;

的单子
,

每 个单子中有且
.

仅有一个实数
,

称为它的标准部分
,

记作 “ (x )

或坛
.

单子中两个数相差一个无穷小
,

称为无穷接近
,

记作 、、 t
.

这就是说
,

在标准分析

中的每一个实数
.

在超实数系中代表着一个单子
,

它体现了无穷可分的哲学思想
。

现在讨论微分的概念
。

一个实函数 f 在 x 处可微
,

就是指它的非标准扩张
’

f (仍记
_ L , ,

、一 丫 二
, ,

~ 。
, ,

一f (T 十 d x )一f (x )
_

f (x + d z) 一f (x )
.

“

~ ~
为 户

,

对任意的无穷小增量 d 二
,

d z ,

有

一
、

一
.

此时
,

称/ J “

”
‘’“ ’

山
J

‘
、
只 “ / ‘ / J

r

“ ”目 , “
’

“
’ 门 d x 一

J 之
‘

~
” “ ”r J

’

它们共同的标准部分为导数 f
’

(二 )一
“ f (二+ d x )一 f (x )

d x

.

可导必然连续
,

也即V 无穷小

二 二
, ,

.

. , 、 _ , , 、

。
.

IJ 。 ~ ~ 二 ~ 、 二 *
,

二
. 1, ‘二

。 , ,
, 、

~ 二 df
, , , 、

峭里 a j
,
J 吸 T 十“ X 少从‘ J 、X Z

·

四 井乙于女父饥足 阴 I7 口万小乙 比阴孙 了压 司。7丁
,

勺 月狡丁二自公J 气X 夕

“‘乙

公f i ~
。

_

~
。口 二二 J 卜

~
二‘

一

。 、
‘

, ,

、 二 * 二 二

“
, 、

~
, , , , . ‘ 、 , , 、

儿
了了 }更 刀 间 明

;

孙非令创 兀为 小 。x 刀 日 二艾里阴 1武万
,

Ilu O j 一 J 火x 一 。x 夕一 J 气x 夕刀
。又 厂

函数的微分

下面举

定理

证明
。 + 二些二丝

一 个例子说明非标准分析证明的简明与直观
。

闭区间的 [
a ,

b二上连续函数 f
,

必在 [
a ,

目中取到最大值
。

令 g ‘
N x N 一 R

,

定 义为对 厂a ,

b ] 的
n
等分

,

即当 i ( n
时

,

g (
。 ,

i) ~

; ;

)
。

时
,

g (
, ,

户 一八
.

由转换原理
, ’

g : ‘

N x
’

N ~
‘

R
,

也有同样的表达式
。

显然在 [
a ,

司的有限个分点中
,

必有 i任N
,

使得 f (g 伽
,

i” 妻f (g (n
,

j))
,

V j镇

n. 由转换原理
,

这个事实对 。〔
‘

N 、\N 也成立
。

于是存在 i任
’

N
,

i任。 使得 f(
’

g (a,
,

i ))

异 f (
‘

g (
‘。 ,

i ) )
,

V
_

, 簇 。
.

令
。
(

‘

g (。
,

i ) ) =
c ,

则 ‘ 任 [ a ,

b〕
,

由连 续 性
, ’

f (
e
)、

f(
’

郊 aJ
,

j) )
.

往证 f (c )就是最大值
。

V d 任 [
a ,

司
,

日 i己任
’

N
,

使
’

g (。
,

id )七 d
.

由连续

性
,

f (d )、f (
’

g (。
, ; 、

) )毛
‘

f (g (。
,

i))、
’

f (
。
) = f (c )(因为

’

f 是 f 在
’

R 上扩张
, c 任

〔
a ,

b二仁R
,

所以 丫(。)一 f (
:
) )

,

注意到 f (。)
、

f (d )都是标准的实数
,

所以 f (d )( f (。)
.

证毕
。

它的直观意义很明显
。

有限剖分时
,

总有一点使 f 取到最大 (与其它剖分点比较 )
,

过渡到无穷多个 (。个 ) 分点
,

也有一点达到最大
。

它的标准部分即为所求
。

非标准分析导致简洁证 明的例
一

于是很多的
。

比如拓扑学中著名的 T yc ho no ft 定理 (紧

空间的乘积也是紧的 )
,

仅需用寥寥四五行字
。

关于 H e lib e r t 空间上多项式紧算子的不变

子空间的存在性证明是 B e r n s : e ; n 一 R ob in
s

on 用来解决一 个多年未解决问题的例子
。

但是

非标准分析决不仅仅用来简化证明
,

当此 F
.

Di e n e r 推荐我们去读 1 9 8 7 年 C
.

L ob
r y 的专

著
“

非标准分析和分岐理论
” 。

1 9 7 2 年 R o b
, n s o n

与经济学家 Br
o w n

合作
,

用超有限个经纪

夕、的观点证明了数理经济学 中一个重要的 E d g o w or t h 猜想
。

非标准分析在概率论中的应
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用
,

近年来已 由 R o b ; n s o n ,

K e : S le
r ,

A n d e r s o n ,

L o e b 作出了重大的进展
。

非标准分析有三个主要工具或技巧
。

一是转换原理
;
第二是共点性 (或饱和原理 ) ;

第

三就是 内集理论
。

为了展开数学
,

仅仅考虑 R 与
’

R 是不够的
。

为此任取一个非空集 S (比

如 S 为 R 或某一拓扑空间等)
,

令 V 。
(S ) = S

,

⋯
,

I厂
, 。 l

(S ) = v (S ) U夕。
’ 。

(S ) )
,

⋯ I厂(S )

一 U V
.

(S )
,

称 V (S )为 S 上的超结构
。

在 S 上讨论的一切数学对象 (比如集合
,

子集族
,

函数
,

关系
,

关系的关系 )都不会超出 v (S )的范围
。

如同由 R 产生
’

R
,

我们可以类似地

由 v (S )产生
‘

v (S )
,

而 V (
‘

S )卫
‘

V (S )
.

V A 任 V (S )
,

称
’ 、

生为标准集
;如 A 任 V (

“

S )
,

存在 B 任 V (s )
,

使 A 任
’

B
,

则称 A 为内集
。

如果 集 八 中元素可列为 A 一 {a : , a Z ,

⋯
, a 、

1
.

其中 。任
’

N \N
,

则称 A 为超有限集或
*

有限集
。

由转换原理可以 证明
:

超有限集具有有

限集的一切性质
。

比如 A 为超有限集
,

它必有最大
,

最小元 ;对超有限个数还可定义加法
:

一 2

(卜剑
·

但是超有限集却是一个无限集
。

非标准模型的构造依赖于超滤子1一公
.

艺�

了
,

只要适当地选取 笋
,

可以保证非标准模型
‘

v (S )具有所谓的扩大或多饱和的性质
。

设 ( X
,

夕
, , )是一个扩大模型中的内概率空间

,

也即 X 是内集
,

牙
,

是内代数
, ,
是

,

有

限可加的集 函数
, :

乡~
’

R +
.

由饱和性可以证明
,

如果 A,
.

任乡
,

A
。

今笋
,

则必存在
, 使 A

。

一笋
.

因此
, 。,

(A )皇
“ ( ,

(A )) 就是 乡 上有限可加且 笋上连续的集函数
.

由测度扩张定理
,

我们可以得到
“, 在 a( 夕 )上的扩张 L ( , )

,

将 武乡)完备化则得 L (夕 )
,

称 ( X
,

L (乡
,

L (
。

)) 为

fo e b 概率空间
。

设 (X
,

留
, , ) 是标准的 R ad

o n 空间
,

我们可以证 明存在
,

有限概率空间 (y
,

乡
,

,
) 以及 由它产生的 L o e b 空间 ( y

,

L (夕 )
,

L (刃 )
,

一个保测的映射
。 :

(y
,

L (乡 )
,

L ( , ) )~

( X
,

留
,

产 )
,

于是对任何 留 可测函数 f

{
。 。

fd : (
, ) 一 {fd

,

所 以在 ( X
,

留
,

川上展开的概率论可以 由 (Y
,

L (夕 )
,

L (
, )) 而得到

。

对 (y
,

L (夕 )
,

L (
,
) )

_

上

lo e b 可测函数 f
,

存在所谓 S 可积的内函数 F
,

使
。F 一 f

,

且
“(丁F d ,

) 一丁fd L (
,
)

.

由此可

见
,

概率论本质上可以通过
,

有限内概率空间来表示
.

而在
,

有限内概率空间上积分就

是
,

有限求和
,

而
,

有限求和与有限求和的规则是一样的
。

现 在 讨 论 随 机 分 析 中 的 基 础
—

Br
o w ian 运 动

,

取 专 任
‘

N \N
,

T -

一 ,

}
,

“一 ‘一 ‘
,

‘,
, ,

”p由一 ‘
,

‘构成的 : 维的内序歹“ 口 是一个超有
z一,1一,

n

限集
。

取 留 为由 口 的全体内子集生成的代数
,

户 为内计数测度
,

亦即 V A 呀乡
,

户(A ) -

{}A }} / 2
,

.

令 (口
,

L (绍 )
,

尸 )为 loe b 空间
,

定义超有限过程
: V t 任 T

,

x ( :
,
。 ) 一

雀 (岁
。 + ( , , 一 : :

,
: )。

: , : + 1
)

了 刁
、

忿丁

那么 、(‘
,

动就是一个以喜概率向左或向右移动
‘ 毛

的随机游动
。

令夕(
。: ,

。 ) 一 、: ( , ,
。) )

了 甲

则 可证明 月(
“ t ,

。 )就是 [ o
,

1 ]上的 B r o w ia n 运动
。

这就是说 B r o w ia n 运动就是超有限随机

游 动的标准部分
。

: ( ,
,
。)总以跃度

书
而跳动

,

但其标准部分 班
。,

,
。 )在仁。

,

1〕上是连续

了 刀

1 3 1



的
。

关于 B

一
i二 运动的随机积分

{;
, (

· ,
田) d , (‘

,
。 ) 可表示为 , 的提升 F 又寸x 的 S t‘· ,‘二

积分的标准部分
。

注意到 丁F d X 是一个
,

有限的 stij ie s
求和

。

于是 丁fd 月不能看成是 stij ie s

积分的困扰得以解脱
。

基于 同样 的 思 想
,

1 9 8 7 年 E d w a r d N els o n 出版 了 一本 书 《R a d ie a lly E le m e n t a r y

Pr o b a bilit y t h e o r y》
,

他认为 5 0 多年前由 K o lm o g o ro 、

建立的公理体系所引入的测度论基

础并没有为应用概率论提供更好的工具
,

而只是给出一个数学严密性的叙述
。

他认为应用

非标准分析可以避免这种测度论式的叙述
。

设 (口
。 ,

了
。 ,

尸。 ,

R 十 ,

考
。
)是一个标准的过程

,

存

在超有限集 T
,

使 R +

二 T 二
‘

R + ,

于是存在一个只取超有限多个值 的过程 夸(t )
,

使得

艺 I泞(‘) 一 泞
。
(‘) l丝 0

tC T

如果 宁
。
任L , ,

1镇 P镇二
,

还可要求

艺 11泞(
, ) 一 宁

。
(‘) jl

,

望 o

其中 日
·

}}
,

表示 L
”

中范数
。

他还证 明了关于 (右
。
(t) )

,

(叙 t”一些解析性质与概率性质

的等价关系
。

这进一步地提示我们概率论从其实质上讲是有限概率空间的初等概率论
。

当

然彻底地证实这一论断还需要在经典概率论与超有限概率论之间铺设更为便利的桥梁
。

希望有更多的同行从事这项工作
,

这正是我写这个综述的目的
。
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