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N O S e q u e n c e s 互相关函数值的分配
’

李 超 谢端强

(国防科技大学系统工程与数学系 长沙 4 1 0 0 7 3)

摘 要 讨论了 N o

Se q此nc es 的互相关特性
,

证明了 N o Seq ue nc es 的互相关函数一定

取集合 {2
,

一 1
,

一 2
一

1
,

一 1
,

2
一 l} 中的每一个值

,

并且给出它们各自的分配
.

关镇词 迹 函数
;
乘法特征

;
互相关函数

分类号 T N g ls
·

l

在扩频通信和密码学中
,

伪随机序列具有广泛的应用
,

一个理想的伪随机序列应当

具有较低的非平凡相关函数值
,

同时具有大的线性复杂度
。

自 1 9 8 4 年 sch ol t z 和 w el ch

利用迹函数构造二元 G Mw 序列〔’〕以来
,

国内外许多学者都热衷于利用有限域上迹函数

的优美理论来构造各种相关特性 良好的伪随机序列
,

如二元 K a s a m i序列 [z]
,

P 元 G M w

序列 [ 3 ]
,

P 元 K a s a m i序列
〔‘」,

扩展的 G Mw 序列 [ 5 3
、

〔9口。 2 9 8 9 年 J
.

5
.

N O 和 P
.

V
.

K u m a r

利 用迹 函数构造 一类具 有理想相关 特性和大 的线性 复杂度 的二元 序列
—

N O Se
-

q u e n e e s〔6口
,

证明了 N O S e q u e n e e s 的互相关函数可能取值为 {2
”

一 1
,

一 2’ 一 l
,

一 1
,

2’

一 l }
。

本文进一步证明 N O Se q u e n e e s 的互相关函数一定取集合 {2一 l
,

一 2二 一 1
,

一 1
,

2 ’ 一 l} 中每一个值
,

并给出它们各 自的分配情况
。

1 N o se q u e n c e s 模型

首先介绍文献 [ 6 ] 中 N O S e q u e n e e s

的概念
。

设
n

为一个正偶数
,

N = 2一 1
,

m =

晋
,

T 一 2 ,
+ ‘

,

令 S 一 ‘S
;

(, , .0 毛 ,簇N 一 1
,

‘镇‘簇 2 ,

,
,

其中 S
,

(, , 一 t r : ‘仁, ·: ‘9
2 !

, +

长 g 了 “ ]
r

}
。

这里 t琦 (
·

) 表示从有限域 G F (2
犬
)到 G F (2

“
)的迹函数

,
g 为 G F (2

·

)中本原

元
,

l镇 r < 2 “一 z
,

(
r ,

2’一 z ) 一 1
,

y
’

(i= 1
,

2
,

⋯
,

2 。 )取遍 G F (2
二
)中每个元

,

则序列族

S = {S
,

(t ) }称为 N O Se q u e n e e s
.

易知
,

当 y
,

取 G F (2
’
) 中零元时

,

N O Seq ue nc es 为一类特殊的二元 G MW 序列
,

而

当
r
= z 时

,

N o S e q u e n e e s
为一类特殊的二元 K a s a m i序列

。

下面我们来分析 N o S e q u e n e e S 的互相关特性
。
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2 主要结论及其证明

引理 l[ ,〕 设 tr f (
·

) 是从有限域 G F (ZK )到 G F (Z
L
)的迹函数 (L IK )

,

即对任意
a 〔

G F( 2 ‘ )
,

tr f(。 )一 。+ 。2 尤
+ ⋯ + 。 2

遵
一 , , “

则下列性质成立
:

(l ) 对任意
。任 G 尸 (Z

K
)

,

z 一。
,

l
,

2
,

⋯
,

tr f (a ) 一 tr f (a
, L’

) 和 (t
r

f (a ))
2 ,
一

t r f (a
Z ,

)

(2 ) 对任意
a

.

月任G F (ZK )
, a ,

石任G F (Z
L
)

tr f (
a a + b月) = a tr f(

a ) + bt r f (月)

(3 ) 对任意 b任 G 尸(Z
L
)

,

方程 tr荟(
a )= 石在 G F (ZK )中恰有 ZK 一乙

个解
a

.

(4 ) 对任意
a 任 G F (ZK )

, tr
荟(

a )= z r于(t
r

f (a ) )
.

(5 ) 令 T -

引 理 2 [ 8〕

ZK 一 l

Z L
一 1

,

则对任意 i
、

j
,

有 t r f(aa
, + ‘T ) = a ’T t r f (a a ,

)

设 a 为 G F (2
”

)中本原元
,

则对任意 占任 G F
’

(2
”

)一G F (2
’

)一 {0 }
,

序列

{t
r
全(a活 )}

: ) 。

为二元 n 级 m 序列
。

引理 3 [ , ] 方程 犷一月(其中 月任G F (2
’

)) 在 G F (2
”

)中解数为

2一 1) 而 只为 G F (2
·

)中阶为 C 的乘法特征
。

N (二
‘
一夕)一习 * ,

(口)
。

少= 0

其中 C = (h
,

引理 4

1 }则 K e r又=

证明

设 几是 G F (2
,

)中的阶为 2 ,
一 1 的乘法特征

,

K e r又= {a l
a 任G F (2

”

)
、

又(a ) =

{g 砂
一 l )

}0匆镇T 一 1 }
,

式中 二 为 G F
·

(2
·

)的本原元
,

T 一粤二二粤
.

0
’ 一

~
一

~
- 一

” 一 、 ’ 0 , 砂

一
、
一 曰 砂 ’

~
、
/ “

’ 一

Z m
一 1

-

由于 人为 G F (2
”

)的阶为 2 ’一 1 的乘法特征
,

故由 「7 ]
,

对 V a = g 乏
(o簇k成 2

”

一 2 )

又(a ) =

于是 几 (a ) 一 1 当且仅当 2’ 一 1 }k
,

又(g
盖
) =

』二匕
.

盛

己 2 咐 一 l

故 K e r又= {g
!‘, ’ 一 ‘’10 镇 i镇T 一 1 }

。

引理 5 设 n 一 Zm
,

T -
2

.

一 1

2
爪
一 1

= 2 ’ + l
,

月任G F
’

(2
”

)
,

则方程 t r众 (口x
Z
) = x T

在 G F

(2
,

) 中非零解数为 t 。(2
爪
一 1 )

,

式中 t。 = l{了l了任G F (2
。

)
,
t r众(7 )= 1

,

且 又(夕
一 ’r ) = 1 } 1

.

证明 由引理 1 性质 (3 )
,

方程 t嵘 (x )一 1 在 G F (2
,

)中共有 2
” 一“

一 2 ’ 个解
。

不妨设

为 月
1 、

月
2 ,

⋯
,

风m
,

易知 尽共O (i 一 1
,

2
,

⋯
,

2 二 )
,

对每一个 月
, ,

由引理 3
,

方程 月x
Z’一 ‘

C 一 l

一夕
,

在 G F (2
·

) 中非零解数为 N 甲x , ’ 一‘一月
‘
) 一 习 * ,

(月一呱 ) 其中 e 一 (2一
l

,

2
·

7 一 O

一 z ) = 2 ,
一 1

.

又为 G F (2
·

) 中阶为 2 ”一 1 的乘法特征
。

如果 又 (口
一 ’

月
,

) 并 1 则

N (月x
“’ 一 ‘

= 口
,

)

如果 又 (月
一 ’

月
.

) =

一 习‘,

(月
一 ‘

月
;

) 一

少= 0

1 则

久2 ’ 一‘
(月

一 ’

月
.

) 一 l 1 一 1

几(月
一 ‘

月
,

) 一 1 人(月一
‘

月
.
) 一 l

N (月x
Z’ 一 ‘

一 月
:

) 一 乙“,

(月
一‘

月
,

) 一 2 ,

一
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而当 N (月x
Z , 一 ‘

一月
‘
) 一 2一

1 时
,

不妨设
; ‘, , 二 , 2 ,

⋯
, : 砂

一 1

为 月x
Z’ 一‘

一卢
,

在 G F (2
·

) 中

全部解
,

易知 r,j 护 0 (j 一 1
,

2
,

⋯
,

2 “一 1 )
,

于是 “
,

而
’ ,

⋯
, 二

加_ :

均为 t嵘 (夕x
Z
) 一

x T

在 G F (2
”

) 中的非零根
。

又 由于若 t嵘 (夕x
“
) 一 x 了

在 G F (2
”

) 中有非零根 y
,

则
r

必

为上述某个 叮
‘

.

故方程
t嵘 (月x

,
) 一了 在 G F (2

”

) 中非零解数为
t 。 (2

‘
一 1 )

,

其中 t 。一

} {r }
r
任G F (2

”

)
,

tr 众 (r ) = l 且 几 (口
一 ‘r ) = 1 } }

,

几为 G F (2
”

) 中阶为 2 “
一

l 的乘法特

征
。

定理 1

2 阴一 1
,

一 1
,

设 尺卜 ,

(r ) 为 N o S e q u e n e e s 的互相关函数
,

则 R
. ,

,
(: ) 一定取 {2

”

一 1
,

2
“
一 l} 中每一个值

,

并且分配如下
:

2
”

一 l 出现 2 ’ 次
,

一 2 ‘一 1 出现 2“ (2
”
一 z ) + (2

”

一 2 ) 2 ,
(2

, 一 ‘
一 1 ) 次

.

一 l 出现 (2
”

一 2 ) 2 “ 次
,

2 ”一 l 出现 (2一 2 ) 2一
‘

次

证明 设 t = T t ,
+ t Z ,

0镇 t ,

蕊2 ”一 2
,

o毛 tZ镇T 一 1
,

由引理 1 性质 (5 )

tr 众 (9
2 (T ‘1 + ‘2 )

) = tr 众 (g
ZT ‘, + “‘2

) = g Z T ‘l tr 众 (9
2 ‘2
)

又 T 一 z 从+ 1二2 (m o d Z
,
一 l )

,

于是 了
2

三 zT (m o d z一 l) 故 g T , ‘1

一 g ZT ‘1 ,

从而

S
,

(t ) = tr 梦 { 〔
t r几 (9

2‘

) + r ‘g T ‘

]
『

} = t r r { 仁t
r二 (g

, ‘T ‘1 + ‘2 ’
) +

二,

g T “ IT + ‘2 ’

〕
·

}

一 tr , { [ g
, Tt l tr : (9

2 ‘2
) +

二:

g T Z: , g T OZ

〕
·

} 一 z r犷 {g
,

知
1

[ t
r 众 (9

2 ! 。
) +

二 ,

g T ‘2

]
·

}

2加 一 I T 一 l

习尸艺卿于是 *
, 少

(: ) 一名 (一 1 )
,

!
“ + · , + “, ‘· , 一

式中 人 (t
Z
) 一 [ t

r
众 (9

2“ 2 + ‘, ) + r 、g T “2 + r ,

]
·

+

(一 1 )tr r {9
2 ’T ‘I

f
,
(r

Z
) }

〔t
r
二 (9

2 ‘2
) +

r , g T ‘2

]
r

由于 g 为 G F (2
”

) 中本原元
,

故 g 丁

为 G F (2
’
) 中本原元

,

又 (2
,

2 ”一 1) 一 (r
,

2 ’ 一

1 ) = 1
,

故 g ZrT 为 G 尸 (2
“
) 中本原元

。

由引理 2
,

当 f
,
(t

Z
) 并。 时

,

{tr 梦 (g
Z r
Tt l

f
,
(t

Z
) )}

‘妻 。

为二元 m 级 m 序列
。

若设
2 1

= , {t
Z

10镇 t Z

毛T 一 z
,

f
l
(t

Z
) = o } l

,

则

R ‘
.

,
(r ) = 2 1

(2
用
一 1 ) + (T 一 2 1

) (2
沉 一 ’

一 1 ) 一 (T 一 2 1
) 2

’ 一 ‘

= (2 1
一 1 ) 2

爪
一 1

下面来计算
z ,

的值
,

令
2 2
一 ! {tl 0镇 t镇N 一 1

,

丸 (t) 一 0} 1

由于 f
,
(z + T ) = g , 『T

人 (t ) o( t镇 N 一 1

故
2 1

-
一 1

之 2

2 邢一 1
又由于 (r

,

2 ,
一 1) -

于是 「t
r
二 (g

, “+ r , +
; ‘g T “+ r ,

〕
·

+ [ t
r二 (9

2 ‘

) + r , g T ‘

]
『

= o

当且仅当
t心 {g Zt (1 + g ”)} + g 几 认 g 介 +

r ,

) 一 0

令 x 一 g
‘ ,

0镇
t( N 一 1 占

1
一 1 + g Zr 占2

一
二
店升 +

二, ,

则 x
,

占1
任G F (2

”

)
,

占
2

任G F (2
“
)

于是 2 2
= I {x } x 〔G F

‘

(2
”

)
, tr 众 (x

Z占1
) = x T 占2

} I

下面分情况讨论
:

(1) 若
: 一 0 并且

r ‘
一

r ,
(这是平凡情况 )

,

这时 占
1
一a

Z
一 。

,

故对任意 x 任G F
’

(2
”

)都

一
. , , 、 、 二 、

一 口 _ _ _ _

_ 2
”

一 1 _
有 t r二(x

艺
占
、
)= x

了

占
: ,

于是 2 2
= 2

,

一 l
,

2 1
= 资二- 冬= T

, ,

一 一 ‘ - 一
‘

一
‘

2 杭一 1

R ‘,

(: )

由
r , r ‘,

rj

1 0 8

= (2
1
一 1 ) 2

爪
一 l= 2

月

一 1

的取法
,

可知 2
’

一 1 出现 2 ,

次



(2) 若
r 一 。并且

r ,

共 rj

则 占
,
= o

,

占2

半。于是

2 2
= 0 2 1

= 0

R ‘
,

,

(r ) = (0 一 1 ) 2爪 一 1 = 一 2 ’一 1

由
r , r , , r ,

取法可知 一 2 ’一 1 这时出现 2” (2
“
一 1) 次

(3 ) 若
r共 o 则 占,

共 0

如果 占
2
= r ,

+ r , a T r

= o
,

则 t r众 (x
Z
占

1
) = x ,

a
Z
= o

,

即 2 2
= }{x 任G F

‘

(2
”

)

t r众(x
,
占

1
)一 0 }

.

tr 二 (y ) ~ o 在 G F
’

(2
”

) 中共有 2
”“ ’
一 1 一 2

”

一 1 个解
,

不防设为 y , ,

y Z ,

⋯
,

每个 夕‘
(1镇 i镇2

’
一 1 )

,

由于 (2
,

2
’

一 1 ) = 1
,

由引理 3
,

方程 占
l x ,

= 少
,

在 G F

y Z

一
1 ,

对
‘

(2
”

) 中

恰好有一解
。

故 tr 二(x
Z占1

) 一。在 G F
’

(2
”

)中恰有 2 ’一 1 个解
,

于是 2 2
一 2 ’一 1

,

zl
2 2

2 邢一 1

= 1
,

R ‘,
(r )= (2

1
一 1 ) 2

川
一 1 = 一 1

.

由 r , r , , r ,

取法
,

可知一 l 出现 (2
”

一 2 ) 2 ’ 次
。

如果 占2
一

r ,

+ 乙了
‘

共。
,

令 月一 占
, 占牙

’ ,

则 由引理 5

方程 tr众 (x
Z

声) = x T

在 G F (2
”

) 中非零解数为 z 。 (2
’
一 1 )

,

其中 t
。

一

(2
”

)
,

rr几 (
r
) = 1

,

且 又 甲
一 ‘r

) = 1 } }
,

这里 又为 G F (2
”

) 的阶为 2 ’ 一 1

下证 t 。= o 或 t 。= 2

事实上
,

若 t。共。
,

则存在
;
任 G F

‘

(2
·

)使得 t心 (
;
)一 1

,

并且 双广
’; )一 1

由 又 (月
一 ’r

) = l
,

存在 二 。
任G F

‘

(2
”

) 使得

x 盯
一 ‘
一月

一 ’;

即
;
一 月x 盯

一 ‘

又 t嵘 (
;
) 一 1

,

则
:
+

二尹 一 1

即 月x ;
’一 ’

+ (夕x }
’一 ’

)
2 ’

一 1

月x 盯
一 ‘
+ 产

’
x 犷

2 “

一 1

上式两边同乘以 x 若
’一 ‘

得

风x 盯
一 ’

)
2
一 x 盯

一 ’
+ 产

“
一 。

,

既有 风户
‘;
)

2
一 (月

一 ‘;
) + 户

’
-

从而
: 2
一

:
+ 产叭

‘
一 。

{ {r {r 任G F

的乘法特征
。

于是
, 犷

为 f (妇 一犷一 y + 尸气
’

的一个根
。

又 f
‘

(夕) = 一 1 故 (f (夕)
,

f
‘

(夕) ) = 1 即

f( 必无重根
,

不妨设 a , , a Z

为 f (妇 在 G F (2
”

)的扩域中两个根
。

由于 a l
+ a Z

一 1
,

故
a 、 , a :

或者同在 G F (2
”

)中
,

或者均不在 G F (2
”

)中
。

但
:
任G F (2

”

)
,

而 r
为

a , , a :

中一个
,

故 a l , a :

一定同在 G F (2
”

)中
,

并且若设
a l
=

; ,

则必有 tr 众(a
Z
)= z 且 几(口

一 ‘a Z
)= 1

。

这是

由于
:

由
a l a Z

= 月
2 ’ + ’

有甲
一 ‘a ,

)(月
一 ’a :

) = 月
2 ’ 一 ‘ ,

于是 、(口
一 ‘a ,

)* (口
一 ’a Z

)一 * (月
, ’ 一‘

) = * 2“一 ’

甲 )= 1
,

又 又甲
一 ‘a ,

)= 1
,

于是 又招
一 ‘a :

) = 1
.

由于 tr众 (a
l
+

a Z
) = tr 二 (1 ) = 2

,

故

tr几(a
Z
) = 2 一 tr 二(a l ) = 2 一 l = 1

于是 t。一 2
,

即当 r半。时
,

如果 占
2
一

r ,

+ 杭了
r

井 O
,

则

1 0 9



尺
,

(r ) 或者取一 2 ’一 1
,

或者取 2’ 一 1
,

而

R,.
,

(r ) 取 2
一

1 当且仅当 t。一 2
。

当 r , r ,

取定之后
,

则存在常数 产 和变元 x
,

使 月

一 (1 + g Z r

) (
; ,

+
二:

g Tr )
一 ‘
一 g

”

(g
r
)
’ 。

这里 x 依赖于
r ,

而变化
。

设
:

A (m
, n ) 一 {

r

}
r
任 G F (2

”

) tr 二(
r
) = 1 } 一 {g

‘1 ,
g

‘2 ,

⋯
,
g

‘2 ’

}

任意取定某个
t ,

(l 镇 i簇2
二
)

,

由于 (T
,

2 “ 一 1) 一 1
,

故同余方程
u + T x 三 t

,

(m od Z“一

l) 有唯一解 xo
.

对于这样 x 。 ,

相应 月
。
一 gu (g

丁
)
‘。

必满足 风 (口J
’g “

) 一 又 (g 一 “ 一
几

。+t
!

) 又

(g “
2 ’一 ‘,

) = z
,

于是对这样 月
。 ,

必有 尺
, ,

,

(r ) = 2 。 一 1
,

这时
,

口
。

共有 (2
”

一 2 ) 2 ’ 种取

法
。

又 由于 t。一 2
,

即对于每一个这样 夕
。 ,

在 {t
: ,

tZ
,

⋯
,

‘·

} 中恰有两个值满足同一个

同余方程
。

故
t ‘取法共有 2’ / 2 = 2 ’ 一 ‘种

,

于是 R
, ,

,

(
r
) = 2 ’ 一 1 共出现 (2

’
一 2 ) 2 “ 2 ‘一‘

一 (2 一 2) 2
, 一 ‘

次
,

而这时 风
,

(r ) - 一 2 ’ 一 1 出现次数
:

(2
’

一 2 ) 2’ (2
’
一 l ) 一 (2

’

一 2 ) 2 ’ 2 , 一 ‘
= (2一 2 ) 2 ,

(2
, 一 ‘

一 l)
.
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