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关于自适应滤波技术的一些思考
‘

张金槐

�国防科技大学 自动控制系 长沙 � � � � � ��

摘 要 本文研究工程实践中应用 �� �� � � 滤波 时出现的滤波异常现象
。

文 中从滤 波异常的检测

出发
,

由此构成动力学噪声方差阵的自适 应估计
。

对于常用的衰减记忆滤波
,

提 出了衰减因子的自适应

确 定方法
�

对于未 知的动力学 噪声和观测噪声的方差阵
�

运用 � �� ��
一

� �
,

估计方法给 出 了递推 活算方案
。

对于构造 自适应滤波 的技术途径
,

提出 了一些看法
。

关键词 � ��  �� 滤波
,

自适应 滤波

分类号 � � � �
�

�
,

� � �  

� �� � � �
滤波 是在标准条件下给出的

。

所谓标准条件
,

就是滤波所作的所有假设条件
。

在工程实践

中
,

要完全满足滤波所设定的条件是 困难的
。

这 是 由于两方面的原因
,

其一
,

所研 究的 对象其发展规

律难于完善地描述
,

特别是有些客观现象的表现程度还没有被我们完全掌握
。

例如
,

对再入 飞行器的拦

截
,

目标的运动特性只能有一定程度的 了解
。

因此
,

要建立一个确切的动力学模型是困难的
。

其二
,

模

型中的动 态噪声的统计特性不 可能是完全 已知的
,

但 � � �� � �
滤波要求确切地给出 它们的期望值和方

差阵
。

因此
,

所获得的滤波值并不具有无偏
、

最小方差这种优良性
。

一般地说
,

测量模 型比较容易建立
,

而测量噪声特性可以在测量设备出厂时鉴定中确定
。

如果现场

试验的环境条件不同
,

此时的噪声统计特性可 以用 自校正的方法确 定川
�

因此
,

主要问题在于动力学模

型的建立及噪声特性的确定
。

自七十年代以来
,

一些学者致力于动力学模型的补偿及 噪声特性的估

计闹
�

不过从工程实践的观点来看
,

还有不少值得探讨的问题
,

例如
,

给出的方法应具有运用的方便性

及可算性
,

而 不是只给 出形式解
。

本文将首先从滤波为异 常的识别开始
,

然后构造自适应滤波方法
,

对于实现自适应滤波过程中的问

题将予 以充分注意
。

� 滤波异常的检测与 � 的自适应估计
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滤波的起始条件为给定 元
� ,

尸。
·

在上述假设条件下
,

�
‘

的滤波值 戈“为 �
�

的无偏最 小方 差估计
,

即 戈
, � 一 � � �

‘�玄�� 」
,

这里 字�� 

一 ��
, ,

…
,
�
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当滤波的条件不完全满足时
,

滤波不具有最小方差这种优 良性质
,

且有可能发生滤

波的发散现象
。

从工程实践的实际情况出发
,

往 往可以认为测量模型及测量噪声的统计特性是可信的 �否则
,

可运

用自校正方法对模型进行补偿和对 �
�

进行估计〔’〕�
。

这样
,

当滤波发生异常时
,

主要原因来 自动力学模

型的不正确和动态噪声 �
�

的统计特性不清楚
。

下面
,

在这种场合下
,

我们讨论滤波的适应性问题
。

关于滤波异常的检测是不困难的
。

其基本思想是
�

在标准条件下
,

滤波应具有某些理论特性
,

而在

观测为可信的情况下
,

这种理论特性和观测信息应互相匹配
。

由此发现滤波的异常现象
。

滤波的理论特性常 以新息序列 �
, 。

� 的性质来刻划
。

此处
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且 �、 � 为 白噪声序列
。

由此容易构成辨识滤波是 否异常
。

事实上
,

注意到
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� 是观测量的维
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上述结论是在滤波模型和噪声特性正 确的

前提下得到的
,

因此
,

在正常滤波之下
,

有
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“、

乏
, ,

�、� �、� � 一 。

�略
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的概率密度函数

。

于是在检验水平
�
之下

,

当戏 ��� � 彩 时
,

我们迄凡为 �卜
�

时刻的滤

波是异常的
。

上 述检测方案易于实现
,

不过
,

我们仅用 了一个实测子样 、
�

为提高检验的效 ��� �
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,

可采用多

个
。‘ ,
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此 处
,

殊
、
为具有 � � 个自由度的丫 一变量

。

这样
,

同样应用 � �一 检验以辨识滤波的异常
。

例如
,

取
�

一 � �
, , � 一 �

,

� 一 �
,

此时查表得 不一 ��
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时
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当 �� �� �� � �
�

� � � 时
,

则认为滤波异常
。

如果通过上述辨识方法而无异常发现
,

则称滤波是 自适应的
。

这种自适应是在一定的检出水平
�
之

下来说的
。

当然
,

这种自适应并 不表示滤波具有无偏
、

最 小方差这种优 良性
。

下面
,

我们由滤波的适应性构造 �
‘

的 自适应估计
。

当动力学模型具有较大误差时
,

人们常常以增大 �
�

的取值 以补偿模型的误差
,

使达到 自适应的 目

的
。

即应用所谓
“

虚拟 白噪声
”

方法
,

用 � � �� � 一� �� �� 的方法选择 �
�

我们认为
,

运用上节滤波的适应

性检测方法
,

易于构成 � 的自适应估计
。

事实上
,

按照对于 动力学模型的知识
,

特别是对模型 噪声的

了解
,

选定一个 � 的取值
,

为使滤波在 � � � ,

时刻为自适
·

应的
,

则在检测水平
�
之下

,

应有
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,

则认为 �
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是适宜的
。

否则
,

改变 �
‘一 �
的选取

,

直到

滤波自适应为止
。
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按照上述 思考
,

能 否由 ��� 式解出 � ‘一 �
� 直观地看

,

这种直接的解法是困难的
,

因为 � 的解不是唯

一的
。

如果以 彩
,

(
k)
一式 作为条件

,

那末要去解出 Q 卜
,
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。
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,
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, :

·

(
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+ 1 )

/2 个 未知元素
,

因此要想 获得唯一解是不可能的
。

从工程实践考虑
,

我们并无必要在每一个不同时刻 l
*
都去作 Q

‘

的自适应估计
。

对于动力学模型噪

声 不是太剧 烈变化的场合
,

我们认为在 N 步观测之内Q 保持常值
。

这样
,
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,
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。
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式中 甲为零均值噪声阵
。

要直接从 (6) 中给 出 Q 一 的估计并不是轻而易举的
,

虽然 Q,
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是前 N 个观测 区的 Q 值 (它可 以认为是 已知的

,
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,
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,

在 尸
。

卜
, ,

…
,

尸
;+ 、_ 2 ‘ + 、 一 3 均含有未知的 Q

,

于是 (6) 可 写为

。*
以 = H

;
(中
. ,

.
_

;

P

‘_ 1 ; _ 1
巾了

二 _ ,

牛 Q )H l + R
。

+ 甲
;

吟 + , 。
了
+ 1 一 H

。+ ,

( 巾
;、 、, 。

p
, *

( Q ) 中夏
+ 1.; + Q )H l

+ ,

+ R
; + ,

+ 专
‘+

咋 + 、 _
L
。
爪

、 _ ,

一 H
*+ 、 一 、

( 叭
+ 、一 :

.
* + 、 一 :尸

;十 、 一 2 * + 、一 :
( Q )中又

+ 、一 ; .* + 、 一 2
+ Q )

·

H 墓
+ 、_ ,

+ R
‘ + 、 一 ,

+ 刁‘+ 、 一
!

( 8 )

z
|

;

、

|

|

想从 上述关系式作出 Q 的估计是困难的
。

出于工程应用的思考
,

当 Q 在 N 步 观测之内为常值的对角阵
,

那末 由 (8) 可 以获得关于 Q 的解
。

此时
,

观察 (8 ) 式
,

每个矩阵关系式表示了
, 矿 个能量表示的关系

式
,

而 Q 共有
, :

个未知的元
。

因此
,
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, ,l2 多

, : ,

则运用 (8 ) 中的 一个式子就可得到 Q 的解
。
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,矿
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,
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的表达式 ) 直至方程的个数不少于
, :

为

正
。

今以
, 丫)

n
为例作必要的说明

。

记

「 q !! O ]

Y * 一 。‘

以 一 (H
,
中
*.。一 !

尸
*一 , * 一 !中又

.*一
H 泛+ R

*)

L O

其中 Y
。

是 胡 火 阴 矩 阵
。

记

Y * = [3
, 、

( k ) :
〕

,
2

(
k )

: … : 夕
n
(k ) 〕

将 Y
*
的拉直向量记为 F

* ,

即

F
*
一

此外
,

记 万
;
= [人

1
(走)

巨了(k )
,

…
,

贝(k )
,

…
,

:

,

…
,

式 (k )]
,

它是 m
Z 火 1 维向量

。

H

*

Q H

人
。

(
走)」

,

即 人 快 )为 万
,

的第 i列组成的向量
,

于是

~ h ,

( k ) 人} (k ) g
!,

+ h
:

( k ) h 要(走)a
22
+ … + 人

。

(
k ) h 三(k)叮

。。

将 H
*Q H 工拉直

,

则

万顶面育一 蔽瓦币试
7 + 一

其中各拉直向量均为
,

丫 又 1 向量
。

于是我们有
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这样
,

形式上得到了 Q 的估计
,

但上述结果不是可运算的公式
。

因为在外
+ 1
中含有 p 厂

‘ ,

它与 Q 的取

值有关
,

即 , +1
一 外+

、

( Q )

.

同样
,

外 +2
,

…
,

外+ 、 一
1

也有这个问题
。

为了使 (13) 成为可运算的
,

我们

/\
运 用迭代方法

:
取前一个观测段的Q 值作为迭代初始

,

计算势
+ , ,

…
,

y
* + 、一 1 ;

于是由 (13) 式可得diag

7l



,

记它为di ag 。
‘;’.

重新计算 夕‘ + ,

…
,

y * + 、一 、 ,

由此 又获得di
a gQ

,

记作diag Q
‘2 ,

.

重复地运用迭代
,

直至

得到稳定的 Q 的估值
。

2 自适应衰减记忆滤波

当动力学模型的误差较大时
,

人们总是运用衰减记忆滤波方法
。

这种方法注重了当前观测信息的作

用而减弱老数据的作用
,

因此缩小了预报的作用
,

从而构成自适应滤波
。

然而
,

衰减因子的选择以及自

适应的水平均缺乏足够的论证
。

这里
,

我们以 T
.
T arn 和 J

.
Z ab or

sk y [3j 的方法 以及 Fag in 的指数因子衰

减记忆方法作一点思考
。

文 [3]中的滤波方程为

r无
。 ,

一 戈
, 。 _ !

十 K
。儿 , 。,

一 Z ,

一 H
‘

戈
。了

卜
1

}K
‘
一 尸

。。 一 I

H 墓LH
,
尸
*/*一 !

H 迄+ 尺
‘

」
一 ’

X

‘ 、 _ 1

一 叭
.*一 I

X
* 一 ! ,

*一 !
( 1 4 )

P
; 尹

;
_

!

=
少*
.
‘_ 1

( S P
一_ 1 * _ 1

)中工
_
卜
1
+ Q

*_ ; ,

S >
1

L
p “ = (I 一 K ‘

H
‘
) p “一 l

其中 S 为衰减因子
。

S 的选择可用更新序列 {牲 )的性质确 定
。

事实上
,

运用 (14) 滤波 时
,

E

[

。*
·
。
工」= H

;(必*
.
‘一 !

S P 卜
, ; 一 、

创
.
卜

,

+ Q

* 一 1
) H 二+ R

‘

因此

E 仁以
。‘

〕= t
r
[H
*
(电
.*一 !

S p
* 一 、

卜
.
巾王
.‘
一 + Q

‘ 一 ,

) H 又+ R
*
〕

如果 以

以钱 一 tr 〔H
走

(必
*
.*一 !

S P
* 一 , * 一 !

创
.*一 l

+ Q
*
一 )H l + R ;〕

作为自适应滤波的一种 约束
,

则 S 的自适应估计 为

(15)

(16)

(17)

,
工
。. 一 tr[H

,

Q

。_

tr ( H

。
巾二

,
一P

‘一 1
, ‘-

+ R
‘

)

+ H

( 1 8 )召一嗽

这样 确定的 S 与 K 有关
。

这种衰减记忆滤波的物理景象是
:
当 K al m an 滤波 至时刻

“ 1
时

,

如果发现滤 波异常
,

那末往后的滤

波原动力学模型 已不适应当前的滤波
。

为此采用重视当前观测数据的方法
,

使历 史信息的作用减弱
。

因

此在 八
_1
时刻的估值误差方差阵 P

‘_ , * _ 、

乘以因子 S (S > 1)
,

使预报估值的方差阵 尸* *
_1
增大

,

从而使 K
‘

增大
,

使滤波成为适应的
。

当我们进一步考察衰减滤波的性能时
,

上述这种确定衰减因子的方法并不是一种严密的方法
。

例如

这种 自适应滤波的置信程度如何? 而 S 的确定也太工程化
。

事实上
,

我们知道
,

如果 八 1
时刻滤波正常

的话
,

应有

V ar(。; ) = 月
*P * *_ IH 工+ R

.

如果 ‘ :
时刻滤 波为异常

,

则将上式改为(15)
,

我们记作

V ar(p
*) = H

*
(中
* ,

走_ I

S P
* _ , * _ 1

中兰
.
卜 + Q

, _ ,

) H 了+ R
,

希望这种修改将出现适应性滤波
,

对这种滤波来说
,

应有

X二(k ) 全 以(V
a r( , ;

)

J

犷
’玫 一 殊

于是在置信水平 a( 置信度为 1一 a) 之 下
,

应有

石 (k ) ( 式

即
p
夏〔H

‘

(叭
.*一 ,

S P 卜
, * 一 巾墓

.*一
+ Q 卜 )H 不+ R

*
〕
一 ’吸 镇 二言 (29)

将它作为 S 取值的一种自适 应约束
.
为了作进一 步思考

,

将 (19) 进行必要的变换
,

先给出如下引理
。

引理川

记 A 走

一 H
应
中
* .
卜
!
尸卜

, ; _ 1

剑
.
卜

,

H 卜 B ; 一 H
;Q 卜

;
H 不+ 凡

72



其中 A
‘ ,

B

*

均为对称正定阵
,

则存在非奇异阵 C
。 ,

使

�要

门||||||||Jo人。
*
,

*
c : 一

,

一[
其中 又

,

…
,

凡
,

为 IB
*
一又A . }~ 0 的根

。

此处 C
。一几D 。 ,

D

。
为 A

。
成为单位阵的非奇异阵

,

即 几儿D

I.

而 F
*
为使 D

*
召

‘

D 工成为对角阵的正交阵
,

即 「* ( D
*B
o
D 丈

一

) 以 为对角阵
。

由上述引理
,

( 1 9 ) 式成为

由于

故

以(S A
‘
+ B

‘

)
一 ’吟

( 式

A * 一 C 墓C 厂
了 ,

召* ~ C 厂
’

八 C 不

(S A
,

+ B
。

)
一 ’

= C 不(51 + 八)一
’
C

-

于是
。
了(S A

*
+ B

;
)一

’。‘ 一 以C 夏(51 + A )
一 ’

C
。, *

= ( C
; 吟 )

了
( 5 1 + A )

一 ’
C

; 。‘

立 右二(5 1 + A )
一 ’

奋
。

其中 氛= C
;、会民

*1
:泞
*,

]

了 ,

于是

l
、
+ 几

1

汽

1
、
+ 又

, ,

广胜
..
‘

1

1

|||||||||||

L

了应己、

或者

誉呈
二 _

十 二
“

十 一 下一不一
气 x尝

万 十 人川
( 2 0 )一

龟

孟

己、一达l

由此可知
,

满足(2 0) 的
,
不 是唯 一的

。

记(2 0) 式的左端为 F (
、
)

,

即

F (劝 - 令 乞

廿
“
+ 入

于是 F (
、
) 是

、
的单调减少函数

,

因此必有满足 (20) 的
、 ,

且
、
>

1
.

由近似解法
,

可以得 出使 (2 0) 式成为最

小的大于 1的
,
值

,

即取
、

‘ ,

使
,

f 拼
.

C
,

一 m t { ‘
: 一下

~
二 + … 十 一一下一不 乓

艾

> 1
( ‘ 十 八 一 ‘ 一 八n

( 2 1 )

以 、
‘

作 为
、
的自适应估计

,

此时的
、
.

既可 以使滤波精度降低到 最小限度 (衰减记忆滤 波的精度随
,
的增

加而降低)
,

且滤波 又 是 自适应的
,

而且
,

选择这样的
、

’ ,

使自适应滤波的置信度保持在 1一 a 的水平上
。

Fa

g in 的衰减记忆滤波方法是对预报估计误 差的方差阵 尸
* *一 ,

直接乘以指数函数尸
‘’ , :

>
o

,

山 一八

一 ,卜
,

为观测步长
。

此时滤菠的增益阵(记作
七

% 飞
·

,
) 为

众飞
·
’
=

。山
‘

『

p
* * _ 、

)月二[万
*e夕 『

P

‘ * _

H 墓+ R
*
]
一 ’

一 尸* ‘一
I

H 江H
‘尸
; , 一 ,

H 又+
。一 山

r
R

,

」
一 ’

( 2 2 )

因此 F ag in 衰减记忆的物理意 义是有意提高观测 的精度
。

致使滤波相信当前观测数据而衰减老数据的

作用
。

与 T
arn
的方法有异曲同工之效

。

r

的自适应估计完全可仿前进行
。

只需注意此时(19) 式成 为

,

墓〔H
。

(
e 山‘『

P

‘/. _ ,

) H 又+ R
‘

]

一 ’咬
(

x 二

此时
,

记 A
;
一 H

‘尸。卜
I
H 卜 B ‘

一 R
*
则仍有 (2 0) 式

,

只是其中的
、
改为

。山“而 已
。

7 3



关于模型噪声方差阵 R
* ,

Q

*

的自适应 B ay es
一

M
L 估计方法

在论及 R
*
和 Q

‘

的自适应估计时
,

总是设法建立递雄的关系式
,

和状态 同时估计
,

如 M ye
rS
和 T

ap-

lev
川

,

A
br

a

m so

n 川等人的工作
。

如果在每一观测 时刻都去作 Q
。 ,

R

。

的自适应估计
,

这将带来繁重的运

算
,

在工程实践中似乎并没有这种必要
。

因此
,

总是给予某种假设
,

使之比较容易求解
,

又不失实际的

应用意义
。

这里先作一些思想方法上的研究
,

然后结合应用
,

作必要的简化
,

设法给出 Q
,

R 的估计
。

仍考虑下列模型

X
*
一 巾

;,

卜
!
X
*一 l

+ W

‘一 1

Z
;
= H

;
X
*

+ V
*

关于模型的基本假设同前
。

记 玄
“ , 一 {

二 、 ,

…
, 二 。

}

,

在 X
。 ,

w

‘ ,

v

。

为正 态的场合
,

一般地
,

可运用 M L 方法

给出 Q
。 ,

Q

、,

…
,

Q

。一 、 ,

R

、 ,

R
Z ,

…
,

R
‘
的估计

。

原 则上说
,

只要写 出似然 函数 尸(了川 /Q
。 ,

…
,

Q

。_ , ,

Q

、 ,

…
,

R

。

)且求它关于 Q
、,

R
,

(l 一 。
,

1
,

…
,

k 一 l
,

] 一 1
, ·

… k) 的极大值就可以了
。

但是这种
“

毕其功于一役
”
的做

法
,

将会遇到运 算上的麻烦
,

而且要估计的未知参数太多
,

工作量太大
,

也看不出运算规律
。

因此
,

从思想

方法上需要讲究
,

应 另辟蹊径
。

首先
,

我们运用似然函数 尸(男(*) }Q 卜
.,

R

,

) 来代替 尸(亨
“ ’

} Q
。 ,

Q

, ,

…
,

Q

, 一 , ;
R

l ,

…
,

R

*

)

,

即是说
,

用

观测集 Z (k) 来估计 Q 卜
、 ,

R
‘ ,

而且希望估计是序贯地进行的
。

具体地说
,

利用 尸( Z
‘”

/
Q0

,

R

,

) 来估计 Q
。 ,

R

, ;

此后
,

当获得 了
‘, ,

= { 2
1 ,

2
2

) = { Z

‘, ’ ,

2
2

} 之后
,

再利用 尸(玄
‘, ’

/ Q
、 ,

R
Z

) 去估计 Q
l,

R
2

.

循此方法
,

直

到 时刻 , . ,

就去估计出 Q 卜
, ,

R
*

.

因此
,

估计是有序地进行的
。

这种思考如能实现
,

那未在运算上是方便

的
。

不过
,

我们看到
,

要去估计矩阵的元
,

这并不是轻而易举的事
。

为此
,

对于 尸(玄(*) /Q 卜
, ,

R
*

)

,

运用条件分布来表示
:

P (字
‘通’

/ Q
* 一 , ,

R

*

) = P ( Z

‘卜 ” ,

Z

‘

/ Q 一
、 ,

R

,

)

= P ( Z
。
/ 玄

‘卜 ” ;
Q 卜

, ,

R

‘
) P (穷

‘卜 ”
/ Q 卜

, ,

R
.

)

= P ( Z
‘
/ Z

‘卜 ” ;
Q 卜1

,

R

。

)

·

P
(

Z 卜
1
/2

‘卜2, ;
Q 卜

、 ,

R
,

)

.

P ( 穿
‘卜 ”

/ Q
。一 , ,

R
。
)

盛

一 n 尸( Z
,

少~ 2

/字
‘, 一 ” ;

Q 卜
. ,

R

;

) P ( Z

;

/ Q

。 ,

R

!

) ( 2 3 )

今确定在 Z
(, 一 ”

给定之下
,

z

,

的条件分布(Q
*一 、 ,

R

‘

当作已知时 )
。

注意

E 〔Z
,

/ 字 〔, 一 ”
〕= E [H

,

X

,

+ V
少

/ 穿
‘, 一 ”

]

一 H
]
X

, 尹一 ! ,

] 一 2
,

…
,

k

v
a r

( z

,

z 字
‘, 一 , ,

) 一 E 〔(月
,

戈
,

厂

, 一 十 v ,
) (

H

少

戈
了。一 ,

一 H
,
尸

少。一 I

H 了+ R
,

会 S
, , 一 1 ·

]
-

+
V

,
)
’
/ 玄

‘, 一 ”

]

2
,

…
,

k

于是 P( Z,/ 到
’一 ” ;

Q 卜
1 ,

R*)

一 又而5石可瓦石再一合’几一
“

川一 ’, 勺一 (2 4 )

其中

Z , , 一 1
= Z

,

一 H
,

X

, , 一 ,
~ Z

,

一 H
,
中

,
.

, 一 I
X

, 一 、,

厂
1

再看(23 )中的 尸
(Z

,

/ Q

。 ,

尺
,

)
,

此时无观测量
,

但有验前信息(戈
。 ,

尸户
.
只要注意 2

1
一 H

飞

x

l

+ v
l ,

于是

E [z
!
/亨

‘。’

〕一 万
,
巾
1.。
戈

。 。 ,

一 H
l
戈

、 。

V
a r

( Z
,

/ 穿
‘。)

) = H P
、怕

H 了+ R 全 5
1

于是 p (2
1
/Q

。 ,

R

,
) ~ p ( 2

1
/ 字‘o , ;

Q

。 ,

R

.

)

l

一 (2 二 )
, ,

} s

,

}

! 佗 “

一

钾卜于
’2 1

( 2 5 )



其中

将(24)
,

( 2 5 ) 代入(2 3)
,

则有

2 1 = Z
,

一 H
I
X

一 。

p ( 了
“ ,

} Q 卜
:.R *) = C n }S

,
, 一 ,

I

一

合15
1
1一合

。 一

合〔
,
厂J

一 、“
厂{

一 1’, ·, 一 1 + ,了
“于”

1〕
( 2 6 )

少~ 2

下面用序贯方法作出 Q
、

R 的最大似然 (M L )估计
。

k 从 l开始
,

k ~ l 时
,

有观测值 2
1,

此时

P (Z ‘” }Q
。 ,

R

,

) = P ( 2
1

} Q

。 ,

R

l

) 认端蔽
}“
l

,
一

专一专行
’之1

其中

此处

2 1 一 2 1 一 H
I
X
! 。

Z
、 一 H

l
巾
1.。

X

。· 。 ,

S

,

= v
a r

( 2
1

/ 玄
‘o ,

) H

l
尸
l o
H } +

R l

尸
1 。 巾

1,

。
尸

。 。

创
。

+ Q

。

此时 P (Z
,

/ Q

。 ,

R

:

) 就是似然 函数 L (Z
, ;

Q

。 ,

R

l

)

,

令

塑旦二
dR I 0 , 旦些二

汉2
0 一 O

设法解得 Q
。 ,

天
1.
这样

,

在 t
l
时刻可进行 K al m an 滤波的正常运算

,

可算得 尤
, ,

及 尸
1厂、.

令 k 一 2
,

此时 Q
。

取 心
。 ,

P ( 穿
(2)

R l= R
l ,

而

/Q
l ,

R

、

)

e
1
5

2 、

I

一

专15
,

l

一

合
。 一

专[,要
/15矛}22

·
1

+ ’了
s丁’2 ;〕

其中 又
勺 一 H

Z
尸2

、

H 若+ R
Z,

尸2
/1

式中的 尸
1 !
及戈

1 、

已由 t
,

时刻 的滤波获得
。

一 必2
.l
p
l l
创
.,

+ Q

, ,

么
门

令

2 2 一 H
z巾2

.I
X
I门

己I
n P (玄

‘, ’

/ Q

, ,

R

,

)

己尺2
0

a l
n尸 (玄

‘, ,

/ Q

, ,

尺
1
)

aQ

: 一 O

解得估值 及
2 ,

公
, .

于是 又 可 以在 t
Z
时刻进行滤波

,

获得 (戈
2 2 ,

尸
2 2
)
.
序贯地 用上述方法

,

以 获得 Q
*一 , ,

反
* ,

从而 (戈
** ,

p

; 。
)

·

我们来给出具体的论一
1
和 反

‘

所要满足的关系式
。

当递推运算 已经进行了 k一 1 步时
,

此时公
*一 : ,

天
。一 : ,

…
,

心
。 ,

反
、

已经获得
,

改写 尸 (Z (*) /Q 卜
、 ,

R

,

) 为

尸 (了
‘* )

/ Q
* 一 1 ,

尺
‘
) 一 e ‘

n

’

一s
, , 一 1

1
一

合一s
,

l

一

专
。一

合〔, {

·, 一 1·
万{

一 1 + ,丫
,

:
’, 1〕

少~ 2

n
‘
) 走 是一 1 合21卜

, s 石义
一 1 2

, 。一 1

或者 InP (Z
‘泛’

/ Q

* _ ,

R

*

)

令
e

InL (穿‘盛’ ;
Q 卜

1 ,

R

,

)

一合
(, : S

走

卜
1
} + “乙

。

一 S :‘一2
‘/。

一 , 十 那 (27)

式中交 为与 Q
*一 1 ,

R
*

无关的项
,

而

S
* ;一 1

=

在将 (27)式关于 Q
*一 ,

及 凡

己

己X

于是

H
‘
P

*
r
* _ I

H 工

求偏导数时
,

+ R

* ,

尸
* *_ 1 巾

;.
卜
1
尸
;_ 1 ;_ 1巾儿

一 、

+ Q

; 一 !

需要用到下列 公式〔, 〕:

t r ( A X 一 ’
) 一 (X 一 ’

A X
一 ’

)
了 , 旦

日X
In }X + D } = X

一 ’

a l
n
L ( Z

‘涟’ :
Q

; _ . ,

R

;

)

己R
‘

1 1
_

.

己 二

一 万 {
“几一 ,

十
硕

艺 I
一_ ,

称‘一“
;涟一

}
(28 )

而
己 、

.

硕
(乙应‘ - s 石迢

_ 1
2
*尹‘_ .

) ~

a ,
.

,

狐
’r (乙迄“ 一 ,

S 示又
_ ,

2

。 * _ 、

)

t r
( Z

。 卜
1
之 走一 1

·

S 石孟
_ 1) S 石孟

一 1
( Z

。 ; 一 1 ·

Z 墓
,

一 )S 石孟
一 1

·

I

a一R
一己一一

令(28) 式等于 。
,

则有

S 矛孟
一 1 s 矛迄

_ 、 ·

艺
* 。_ 1

2 乙
, _ 1 ·

5
石又
_ ,

一 。
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干是

即

S *
*_ ,

一 2
;*_ 1

2 1
._ ,

= o

月
*尸 。 ; _ 1

月又+ 尺
‘

一 2
。

卜
, ·

艺篡
;_1 = o

其中 尸
*、 _ 1 一 叭

.
卜
1
尸卜

l
卜
1
剑

,

卜
1
+ Q 卜

!

其次
,

令 日I
n L (穿

〔‘’ ;
Q
* 一 1 ,

R

;

) /
a Q

盛一 1
= o

,

即

(29)

(30)

己

a Q
‘一 1

(1 nl s
。 * _ ,

} + 欢、_ !s 爪 _
!
2

。 ‘_ ,
) 一 。

( 3 1 )

其中 又
/。_ ,

一

下面逐一计算(31) 式中的偏导数

己

阅
, _ !

式中 B
*
不含有 Q

*_1:

H
*Q 卜

,

H 二+ (H
*
叭
.
。 _ ,

P 卜
1
卜

、
巾1
.* _ ,

H l + R
‘
)

[
I
n

}凡
。一 }] -

己

泪
*_!「In }H

oQ *一 I H 墓+ B ‘
{〕

B ,

记 Q (k 一 l) = (g
,

( k 一 1 ))
, , 一 ,

.

注意到

开 .

一 H
。
叭
.
。_ 1
尸

。_ : 厂。 _ 1
必I

, _ 1

月墓+ R
‘

为方便起见
,

记 争
,

(k 一 l) 为 qi,

己

丙
。
I
n

} s
。 。一 、

}一[
S;‘一 韶

。 . _ 1

丙
, 」一[

“石‘
一
”

最
(H*Q。一 H ‘,

〕
=tr[S二之一 , ·

H

*

其中 么
,

为 (l
,

j) 元为 1 ,

其余为 。的
n x ,:

矩阵
。

·

等
H
习一[sL

‘一 H
止

氏H :

由关系式

于是

tr(C E
, ‘

D )

t r

[ ( S 石又
一 I

H
‘
)艺

,

月丈]

(工犯 )
‘,

( H 工
·

S 示之
一 ,

H

。
)

,

因此
己

阅卜
1[I
n
}S

, 。一 、

l ] = ( H 工S 石又
_ 1
月
*
)了 = H I

S 石通
_ I
H
;

(32 )

再计算 (31) 中的第三个偏导数
:

己

aQ

;_ 1〔2玩一 s祝
一 1

艺
,

卜
1
]

一IJ
己

阅
*一 1 t

r

[
(艺
*
卜

,

2 丈卜
1)

·

s 不孟
一 1

(最
tr〔“‘

卜
1
2
工
*_ 15石爱_

,

」

注意到关系式

.
一

走健

剐
�Z了、

一||||�
己

丙
。

r r

[
( 2

; , 一 , ·

2 工卜
,

)

·

s
‘通

一 、

〕~ tr 艺夏
*_ 1

tr

[

2
* , 盛

一 “
又。
_ 1 ·

S 石迄
_ , ·

aS

; 、 _ ,

丙
。

.

5 石又一
!

]

一 tr
[ (牙

‘

卜
, ·

2
I
卜

,

S 不通
一 , ·

H

。

) E
、,

( H 夏
·

[
(
H 茗s石又

一 、
)

·

2

*

盖一 1 牙乙
‘_ ,

)

·

S 石呈一

S祝_ 1)〕
H
*
」

,

门J

因此
己

阅
‘一 1

t r

[
( 牙
* , 一 、 ·

牙不
*一

S 以
一 1

- 一 (H 工s 矛又
_ !
2

奋 ; _ 1

夕了
;_ .5 粼

一 。

H

*

)
‘

- 一 H 万s矛又
一 !

牙
**一 1

2 乙
;一 1

5 石又
一 I

H

*

将 (32)
,

(
3 3 ) 式代入 (3 1)

,

则有

H 二s矛;
_ I
H

走

一 H 工￡矛{
_ ,

2

* 走_

2 了
‘ .

5 矛又
_ I
H
*
一 。

其中
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卜
,

= H

o

Q 卜
I
H 二+ H

。巾
*,

* 一 I
P

。一 1 尹一_ 1
中又
.
卜
I
H 万+ R

‘ ,

于是有

H 不〔S不孟
_ ,

一 s 石孟
_ 1
2

。 了, _ , ·

2 又、
_ 〕

S 祝
_ 1
] H
;
一 。

或 月I王了
。 一 s 石孟

_ 1
2

‘

卜 !
·

2 石卜
,

]
s 石孟

一 1

万
走
= o

上式对V H
‘
均有同一表达形式

,

因此

几一 S
石通
_ 1
2
。 。_ 、 ·

2 万。
一 、

一 。

即 又
/
卜 、 一 2

。卜
1
2 1
/卜

、

一 。

即 月
*Q *一

1

万I + 万
。少, + , . , 一 ,

尸卜
1
卜
1
创

,

卜
1
万二+ 尺* 一 2

;
卜

、 ·

2 丈
‘一 ,

一 。 ( 3 4 )

上式与 (29) 式具有相同的形式
。

由此
,

我们知道
,

当 R
。 ,

Q 卜
1
均为未知时

,

用 M L 方法不可能同时给

出 Q
。一 1

和 R
。
的估计

。

如果它们之中有一个为已知
,

例如 Q卜
!
为 已知

,

那未 R
,

即可由 (2 9) 式获得
。

如

果 R
‘

为已知
,

则由 (3 4)
,

只有当 m )
, :

时
,

才有可能解出 Q 卜
、 ,

否则没有唯一的解
。

考虑到工程实践中应用的需要
,

仍讨论 Q*
一 1

为对角阵时
,

当R
,

为已知时的 Q 卜
,

的估计方法
。

这种估计

恰好与第 2节的情形相吻合
。

此时 Q
。一 :

的估计由 (10) 式给出
。

那里的新息 玫 就是我们这里的 2
*卜 1

.

上述 Q
。一 ,

的估计是在 M L 估计 的基础上 又运用 L S 估计而 得到 的
,

因此与第 2 节的 思想方法不同
。

由于 Q 的估计由递 推形式而获得
,

因此在计算上是容易实现的
。

4 示例
—

仿真计算及其分析

这里
,

举例说明在动力学模型具有较大误差情况下
,

所提供方法的自适应能力
。

假设对 飞行器的高度实行跟踪滤波
。

飞行器以等速率
a
升高

,

但我们误认为是以等高飞行
。

于是假

设动力学模型为

X 应 一 X 盛一 I

此处 x
,

表示 t
。
时刻的高度

。

观测模型为 Z
。

一 二‘
+

二。
.

通

其中
二‘一N (。

, 。2
)

.

如果起始时刻无验前信息可利用
,

此时 二‘

的滤波值就是观测的均值份
‘ *

一牛艺
z、,

况 ‘一 1

而 尸
* 拢一
令

·

由于真实的动力学模型是
,

,

: 一:
一

+
。 ,

‘一 1
,

乙 一 可知真实的估值误差为
,

△x : 、元
场

— 了走
左二卫
艺

。一

会实
?·

于是 E [△
2犷 左二 )

艺

a .
它随着时问的增长而越来越大

,

因此在错误模型下

滤波 是发散的
。

今用十次模拟观测数据进行仿真滤波计算
。

观测步长为一秒
,

且
v;一N (0

,

1 )

.

数据如下表

表 1

‘

1

‘ 2 3 ‘ 5 6 7 8 9 ‘。

Z
,

1 2

.

5 7 9 1 3

.

0 9 0 1 0

.

4 4 8 1 3

.

5 4 4 1 5

.

9 6 0 1 5

.

5 0 9 1 7

.

2 1 9 1 7

.

9
3

1 2 0

.

0 9 6 2 1

.

2 3 9

下面 分别以衰减记忆滤波和 Q
;
的 M L 递推自适应估计为例

,

分别说明衰减因子 S 的确定和 Q
、
的估计

方法
,

并分析滤波的自适应性
。

4

.

1 衰减记忆滤波中 S 的确定及 自适应性

在错误的动力学模型之下
,

当运用衰减记忆滤波时
,

只要选衰减因子 S > 1
,

则控制了滤波的发散[3]

今用第 3节的方法给出 S 的自适应估计
。

我们知道
,

在给定置信水平
a
之下

,

(1 9) 式成为

以(S尸
‘_ 1

+ 梦 )
一 ’。。

镇 x 二

即 (z * 一 全
‘一

)
2
( s p 卜 + 护 )一

’

镇 式
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其中 汾
‘_ 、

为 t
*_ 、

时刻 二 *_ 1的滤波值
,
尸

, _ 1

为其方差
,

式 为对的上侧分位数
,

因此

: 、

[
鱼毛爵已二

一 护

」
/P。一

(35 )

如果取
a一 。

.
05

,

则 式 一 3
.
8 41

.
因此

,

如果在 t
*一 1
时刻滤波为异常时

,

可取衰减 因子
,

. :

,
’

一 in f{
, : 、
》 [(z

。 一 份卜
1
)’/ 二呈一

。,

〕/p
。二、

} ( 3 6 )

, > 1

以 、
‘

作为衰减因子
,

往后的滤波用衰减记忆方法
。

在前面的例中
,

在错误的动力学模型之下
,

用 K
alm an

滤波时
,

在 t
‘

时刻可发现滤波是异常的[2]
。

为此
,

按 (36 )
,

可取
、

一
4.1354 ,

往 后用衰减记忆滤波
。

例如
,

迹轨行

尸一
犷\

在 t 时

x s一 x
;
+ 毕长车共 (z

:
一全

,

)

s
’

1’4十 1

P 4
2l

= 14
.
5 858 20

如 果不用衰减记忆滤 波
,

此 时的 厉
。
一 13

.

7 2 4
,

而真实的高度为 15
.
由此可以看出衰

减记忆滤波改进 了 K
alm an 滤波的性 质

。

衰 减记忆 滤波 值 的均 方误 差 为 P ;一 0.

508 3
.
如果取

:> 、 ‘

作衰减记忆滤波
,

此时

滤波值的均方误差将大于 0
.
5o8 3( 例如取

、一 5
,

此 时的 尸;一 0
.
5 5 5 6)

.
这 里可 以看

出
,

取 :
‘

一 4
.
1 3 5 4

,

不但使衰减记忆 滤波

为 自适应的
,

且它的均方误差较之其他的
:(s > :

‘

) 所对应的滤波的均方误差为小
。

4. Z
Q

、

补偿的 M L 递推估计方法

l9

l8

丢
‘6

l5

14

l 3

1 2

l l

1 0

0 1 2 3 4
8 9 1 0 1 1 1 2

今对错误的动力学模型 引入噪声项
,

此时

x ‘
=

了卜
1
+ w *一

1
( 3 7 )

但 w
*_ ,

的方差 Q
‘
一为未知

。

我们采 用 M L 递推估计 Q
。一 1

的方法 以构成自适应滤波
,

此时
,

( 3 4 ) 式成为

Q
*一 、

= (么 卜
!
)
’

一 (尸
。一 ,

+
。,

)

此处 牙
* ‘_ 一 z

*
一全
*_ .

假定观测 前无验前信息
,

此时滤波 从 k 一 2 开始
,

而 k 一 1 时的 滤波值及其方差作

为验前信息使用
,

当 k 一 1 时
,

我们取 坛
! ,

一2
. ,

尸
l ,

一 护
.
用第 4 节的方法

,

可得 如下计算结果如表 2.

表 2

了
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 0

运 用模 型 (3二)时

的滤波值 扁

运 用模 型 (37 )时

Q 。

的 M ! 估计

Q *补 偿的 滤波 值

X 走厂盛

1 2

.

5 7 9 1 2

.

8 3 5 1 3

.

0 3 9 1 3

.

1 6 5 1 3

.

7 2 4 1 4

.

0 2 2 1 4

.

4 7 8 1 4 1 5

.

4 8 0 1 6

.

0 6 0

0 O 0 4

.

5 8 7 0 0 1

.

7 2 8 5 0

.

0 2 2 8 6 0
.
3 1 5 9

1 2

.

5 7 9 1 2
.
8 3 5 1 3

.
0 3 9 1 3

.

1 6 5 1 5
.
4 8 1 2 1 5

.
4 9 3 8 1 6

.

6 3 9 3 1 7 1 9

.

7 5 5 7 2 0
.

5 6 4 8

910

��

E f (
x , ;

一二‘
)
2 刁-

1 1/2 1/3 1/4 O
.
8286 O. 2478 O

.
64 65 0

.
4O0 9 0

.
8843 0.5455

尸厂盛

其图形表示如图 1
.
图中

:
义 为观测值

; △ 为模型 二 ;一二一
1
之下的高度估计

; *
为模型 (3 7) 之下 Q

。

补

偿后 的高度估计
。

由图可以看出
,

Q

‘

补偿后的高度估计
“

锁
”

在真实飞行轨迹的近旁
,

它改善了错误模型之下的高

度估计
,

且控制了滤波发散
。

7 8
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