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等距曲线的保凸插值
’

朱炬波

( 国防科技大学系统工程与数学系 长沙 4 1 0 0 7 3 )

摘 要 利用均匀三次 B 样条去逼近平面曲线的等距曲线
,

给出了一种保凸的逼近
。
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等距 (外推 ) 曲线在工业上有很多应用
,

例如在纺织业中的数控缝纫机
,

制鞋业及

汽车外形设计
。

已有一些作者讨论过外推曲线的生成和逼近问题
。

lK
a s s

l[] 利用曲线段端

点的外推点及端点的切线作出了一条三次样条曲线
,

这种方法的主要缺点是中间段的误

差可能太大
,

且在交互式外形设计中并不实用
。

P ha m 2[] 利用均匀 B 样条去逼近等距线
,

但它需要反算控制顶点
,

会出现求解不稳定
。

H a 、 。 n[
,」直接用生成曲线的控制多边形的

外推作为逼近外推曲线的控制多边形
。

C oq iul l a r t「’ 1则改进了 H an so n
的方法

,

用的同样是

N U R B S 曲线
,

但他的控制多边形是沿径向方 向作出的
。

本文给出另一种均匀三次 B 样条

方法去逼近外推线
,

主要从保形性方面考虑
,

得到的曲线是保凸的
,

而保凸问题在外推

曲线方面还没有见到讨论
。

1 外推曲线和均匀 B 样条

原曲线是

C ( t ) = { x ( r )
,
夕 ( t ) } 0 ( t 镇 l

则它的距离为
r

的外推线是

C
r

( t ) ~ C ( t ) +
r

N ( t ) ( 1 )

这里 N (t )是 C (t )的单位法向量
,

N (t ) -
l

丫了
2
+ 了万

(一夕
,

x
,

)
,

那么 G
r

( t) 的参数方程是

、 .夕、 .产Q白Od了.、了̀、

J
二

( t ) = 了 ( r ) 干

y
,

( r ) = y ( r ) 士

二

一一翌二一
关砰耳了尹

Z刃了不二刃

正号或负号取决于曲线 C
;

( t) 在 C ( t) 的左边还是右边
,

如图 ( 1)

1 9 9 4 年 3 月 2 1 日收稿

9 4



图 1 图 2

引理 1 平面上一段凸的光滑曲线 C ( t)
,

当
r
成 m in

率
,

其外推曲线 rC (t ) 一 C ( t) + r
N (t )也是凸的

。

`

l
、 . 二

戈
~

r Z 目可
K

k 为 C ( t )在 t 处的曲

证 明见文 [ 5〕
。

这个结果是显然的
。

如图 (2 )
,

这是一条抛物线及其外推线
,

P 是一

个临界点
。

在实际应用中
,

大部分情况都满足引理条件
,

只在艺术品设计中可能不满足
,

这时也不需要保形要求了〔” 〕
.

给定
n + 1 个控制顶点 V 。 ,

V : ,

…
,

V
. ,

它的均匀三次 B 样条曲线的第 i 段为

C
;

( t ) = E
。

.
3
( t ) V

、 一 :
+ E

,
.

3
( r ) V

,

+ E
2

.
3
( t ) V

、+ ,
+ E

3
.

3
( t ) V

, + : 0 镇 t 镇 1

其中 E i
.

,
( t ) ( i ~ 0

,

l
,

2
,

3 ) 为基函数
,

共有
n 一 2 段

艺 。
.

3
( t )

E 1
.

3
( t )

一

六
(一 ` ’ + 3` 2

一 3` + ` ’

一

六
( 3`

’
一 6` 2

+ ` ’

E Z一 ( ,

卜六
`一 3 , 3

+ 3 , 2
+ 3` + , ,

: 3
.

3
( ,

卜 六
` ’

由上式易求得均匀三次 B 样条 曲线段具有如下的端点性质

C ,
( 0 )

一

告
( v

一

音
( v

一 1
+ 4V

,

+ V 一 ,
)

C
,

( l ) + 4V 、 + 1
+ V ,+ 2

)

从上面的端点性质可得
,

.

_
_

一
_ _ _ _ _ 。

_ 。
, , ,

_

, 、

一
, ,

1
, , , . , , 、

~
,

一
引理 2 若 V

, ,

V 、 + , ,

V
, + 2

三点共线
,

且 V
,+ l

= 音 ( V
,

+ V
, + 2

)
,

则有
J ’

~
.

`

同 ” ”
`

宁 ”
’ `

, `

一
` ’ 、 、 / 、

~
’

一
’ `

, `

2
、

” ”
`

, ` ’

C
一 :

( l ) = C
、
( 0 ) = V

, + 1

即三次均匀 B 样条曲线插值 叭
+ ,

.

2 保凸的三次 B 样条算法

保凸
,

保形插值样条曲线在 C A G D 中有着广泛的应用
,

它们 已被许多作者研究 , 一 ’ 〕

9 5



外推曲线的保凸
、

保形逼近还有待研究
。

设 C (t )是一条凸的 c
,

连续的曲线
,

记 P
。

为一个端点
,

按等弧长取点 尸
, ,

尸
2 ,

…
,

p
, ,

p
。

为其右端点
。

由方程 ( 2 ) ( 3) 求出 p
。 ,

p
, ,

…
,

p
.

的等距点 户
。 ,

户
, ,

一
,

户
. ,

及

单位切向量 了
’
。 ,

T
: ,

…
,

T
. ,

记多边形 (户
。

户
l

…户
.

》 的边向量为

万
`
一 户

,

一 户
l _ , , a ,

~ p
`
一 P

`一 :

则由引理 1 可知 <入户
1

… 户
。

) 是一个凸多边形
,

亦即鼠
一 : x 石

`

与石
, x 瓦

+ ,

同向
.

我们的 目

的是构造均匀三次 B 样条曲线插值 氏户
,

…瓦

过 户
;

作 l
、 ,

过 户
, + ,

作 l
, 十 ,

如下
:

z
, : : ( t ) = 户

`
+ t了

’ ,

l汁
; : : ( t ) = 户汁

,

+ t了
’ , + 1

( 4 )

( 5 )

求 l
, ,

乙+ 、

的交点
:

一 t ,I
,

石
,

x T
;

与 7 ,,+
; x 7

’ ,

方 向相同
,

故

,+ : x 7
’ ,

一 石
, x 了

’ `

}石
、 x ,j’, I

17
’` + , X ,I

’ i

交点 Q
` :

在 l
。

户
i+ ,

!石 X T }
_ _

一
二二不 - - -叮 , 二不 -下了
】1 1+ 1 入 1 , }

,,+
l ,

i ~ O
,

1
,

一
, n 一 1

.

在 l

其中
口 -

上选取两点 M
。 ,

S
。 ,

八上选取两点 从
,

5
. ,

使

I户
。
s

。

I = l户
。

oM l = 凡 l户
。

Q
。

1

i户
。

材
。

l 一 I户
`

从 I ~ 凡 .户
.

Q一
,

.

上选取两点鱿
,

S
; ,

其中从 在 Q
一

沪
,

上
,

5
.

在 八Q
`
上使

I材
、

户
,

l 一 l户
,
S

,

I = 入}m i n { }Q
` 一 ,
一 产

`

I
,

I户
,

一 Q
`

I }

(凡
,

久: ,

…
,

凡 ) 是形状控制参数向量
,

O< 凡< 1
,

i井 O
,

1
,

…
,

.n

以 ( M
。

户
。
S

o

M
、
户

:
S

,

…从户石
,

…从户
.

5
.

》 为控制多边形
,

作均匀三次 B 样条曲线
,

共

有 3 1 ,
段

,

由于 户
`
~

图 ( 3 )
。

冬(M
`
+ s

,

)
,

,一 。
,

1
,

…
, 。 ,

由弓,理 2这条 B 样条曲线插值 户
` ,

如
`

我们上面构造的外推曲线的均匀三次 B 样条 曲线不仅在首末端点处是精确的
,

还在

中间的
, ,一 1个等弧长点也是精确的

,

克服了文 ( l) 在中间段逼近有较大误差的缺点
。

它

还具有下列性质
:

l( ) 整条曲线是 c
,

连续的
; ( 2) 它是保凸的

。

这从 B 样条曲线的性质不难得到
。

当生成曲线 C (t )有拐点的时候
,

由 F ar o u ik s[]
,

它的外推线 C
r

( t) 也有对应的一个拐

点
,

我们可以作 C (l )上这个拐点的适当的外推点
,

使得它的三次 B 样条逼近 曲线也有一

个拐点
,

以达到保形的目的
。

如果 只有 C (t )上的若干个离散点时
,

我们也可以用以上的方法来构作过型值点的均

匀三次 B 样条曲线
。

这时只须设

7
’ ,

一 杭a 、
+ ( 1 一 r 、

)久
一 、 O < r ` < 1

来代替式 ( 4) ( 5) 中的 了
’
、 。

其中月一 (r
。 , r , ,

…
, r 。

) 是切矢控制参数向量
。
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3 结论

综合起来
,

本文的方法有如下优点
:

( l) 外推曲线的 B 样条逼近
,

不需求解

大型矢量线性方程组
,

只需通过简单计算就

可求得其控制多边形
。

( 2) 外推曲线是 c
,

连续的且是保形的
。

(3 ) 调节形状控制向量
a
可以方便地修

改逼近曲线的形状
,

调节切矢参数向量月可

以修改生成曲线
,

这在实际应用中便于交互

式设计
。

(4 ) 曲线的修改有局部性
。

作者认为
,

只需再加一组控制向量
,

本

Q
。

S
。

户
。

M
。

文的方法也将适合于变等距 曲线
,

而变等距

曲线在构作毛刷 ( b ur hs 一
s
ot k e ) 上具有很重要的意义

。

图 3
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