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摘
·

要 文中给出了在计算机上实现双字长浮点乘法运算的算法的计算公式
、

计算步

骤及误差估计
,

算法原理适用于一般计算机系统的任意字长浮点乘法运算
。
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A b str a e t T h is e s s a y p r e s e n t s a n a lg o r ithm fo r th e d o u b le
一

w o r d s flo a tin g p o in t

m u lt ip lie a t io n u s ed in e o m p u te r , a n d d is e u s s e s th e e o m p u t a t io n fo r m u la
,

th e s t e p s o f

e o m p u t in g a n d e r r o r e s t im a t io n
.

T he p r in e ip le o f th is a lg o r ith m e a n b e u s e d in th e flo a t
-

in g P o in t m u lt ip lie a tio n o f a n y le n g th o f w o r d s in g e n e r a l e o m p u t e r s ys t em
.

K e y w o r d s e o m p u t e r ,

m a th e m a t ie s s u b r o u t in e , a lg o r ith m

计算机系统
,

特别是面向大型科学和工程计算及大规模数据处理的巨型计算机系统
,

进行科学和工程计算时离不开调用各种数学子程序
。

双字长浮点乘法运算是最基本的数

学子程序之一
,

其精度和速度对计算机 系统双字长浮点运算的效率至关重要
‘
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1 计算公式
一

_ 、

一
:

不妨设计算机的运算寄存器为“ 位
,

即一个单字长滓点狱为
一

64 位
,

年 。位表数符
,

、户、,声. .几O白
.
了、

.
r、

第辛全便妈
孑

位表价码
,

、

第性仓至侣3 位表尾数;

(1 ) 双字长数的浮点表示形式

撅操作数 X = xf
·

Zx, x 0. x lx Z

⋯
·

” x ”

= xj
·

2刁 x (x
, x Z

一 24 + 凡 x Z一“十 x
3 x Z一

’2 + x
‘x Z

一 ’‘

)

源操作数 Y 一y,
·

2对 x 0
.

y ; y Z

⋯⋯为
。

= 少, ·

2万X (Y
, 只 2

一 ’‘

+ Y Z 只 z 一 4 8 + Y
3 x Z

一” + Y
‘x Z 一

’‘

)

结 果 数 Z 一 z , 。

2“ X O
.

zl z Z

⋯⋯幻
6

于 z , ·

2对 X (Z
, X Z 一

’‘
+ 2

2 x Z
一‘,

+ Z
。x Z

一 ’2 + 2
4 x z

一 ’‘
)

一 Z ,
.

2叮 X ((2
1
2

:
) X Z

一 今8

+ (2 32
‘
) X Z

一 ’6
)

其中 x , ,

进制的数字 ;

制数
。

y 厂
, z 了

是数符
;
xj

,

对
,

zj 是阶
; x ‘ ,

y , , z ,
(i ~ 1

,

2
,

(3 )

(4 )

⋯
,

96 ) 是一位二

X
‘ ,

Y
, ,

Z
,

(i一 l
,

2
,

3
,

4 ) 是 24 位二进制数 ; 2
1
2

2 ,

2
3
2
‘

是 4 8 位二进

(2) 每个双字长浮点数用两个 64 位来表示
。

高部值 (放在高字中) 的格式与单字长

浮点数格式相同
,

而整个 96 位尾数的低 48 位 (称低部值 ) 放在低字的低 48 位
,

低字的

高 16 位必须是零
,

如图 1
。

高宇
:

低字
:

O 1 1 5 1 6

符号 l 阶 尾数高 48 位 0 0
- - -

一 0 尾数低 48 位

15一码

高 部 值- -
产

一一一- -

一州
l位 1 5 位 2 4 位 2 4 位

低 部 值

1 位 1 5 位 2 4 位 2 4 位

XXX fff 刀刀 X 111 X 222

夕夕了了 yjjj Y 111 Y 222

CCC jjj 刁刁 Z 111 Z 222

OOOOO 0 0 ~
。 。 。 。

OOO X 333 X ‘‘

00000 0 0
。 。 。 。· 。

OOO Y sss Y ---

00000 0 0
。 。。 。。 。

OOO Z 333 2
444

XYZ

高 部 值 低 部 值

图 1

(3 ) 计算公式

由式 (1 )
、

(2 )
、

(3 ) 的浮点形式可得

2
.

一 X , Y

= z 了 ·

2
二, 只 ((X

, 又 2
一 , ‘

+ X
Z 又 2 ‘8

+ X
3 又 2 一 ’2

+ X
4 义 2

一 。6

) X (Y
; X Z

一 2‘

+ 矶 火 2
一 48 + Ya 丫 2

一 72 + 玖 火 2 一 96 ”
.

= z 了 ·

2
: j 火 ((X

1 X Y
I

) X Z
一 ‘8

+ (X
l X Y

:

+ X
: X Y l

) X Z
一 , ,

+ (X 、 X Y :

+

X
: x y

:
十 X

3 x y
,
) 火 2

一 96 + (X
3 x y

Z
) X Z 一 ’2“

+ (X
I
X

: 只
.

y ;
+ X

; 义 y , Y :

+ X
Z
X

。 X Y
3
) X Z

一 “‘ + (X
。 X Y

‘
) X Z 一 “,

+ (X
4 X Y

3
Y

;
) X Z

一 ”,
) (5 )

于是得到
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z , z,
·

到 X (口Xl
一

又了
;
) 又 2一

‘, + (凡 又 乙 十 X : X Y
;
) X Z一 ” + (X 、 义丫: +

几

义: x y : + X
;

又 Y
,
) x Z 一“ + (x

3

x 姚 ) 又
一

2 一
‘” + 〔(x

l

x : x Y
4
) x Z一“

‘

十 R 门
‘

+ [ (X
‘ x y :Y Z ) 又 2

一

川 + R ,
〕+ 〔(凡X

3
x Y

3
) x Z 一 “‘ + R ,

〕+ R 〕二位 (6 )

其中
,

z 是真值 z
‘

的近似值
; 二, = xj 加

; zj 一 xj + 万
。

〔凡X : X Y‘) X Z
一 ’“十 R

l

j.

[ (x
; x y ;Y Z )火 2

一 “‘+ 尺
1

〕
,

[ (x
Z

x
3
x v

3
) x z 一 “

‘

+ 尺 :
〕是指用硬指令

“

舍入浮点积
”

所得的

结果
,

它们分别是用组合金字塔法求(x
,
x Z x Y

4

) x Z一 144 十Rl
,

(x ‘x yl 姚 ) x Z 一14’+.R
:

与
(x

Z

x
3 x Y

3
) x Z 一 144 + R

,

的结果的高 48 位
。

这里凡 = 2一 ”l. 当定
「

点数乙2 必sz
‘

不须左规

时
,

R 一 2
一” , , 一 96 ; 当须左规时

,

R 二2
一 , ‘ , , = 97

。

一 一

2 计算步骤

(1 ) 计算数符及阶码部分用硬指令
“
俘点积

”
来实现

,

即先计算

(x j’ 2对 X (1 一 2 一
‘吕

” x (yj
,

2对
.

义 (1 一 2 一 ‘勺)匆
z 了 ·

2叮 x (1 一 2 一‘,
)

然后保留数符和阶码部分
。

(2) 博
尾数

。
’

一
厂

¹ 计算尾数时
,

其组合乘积及对位情况如图 2 所示
。

这里
,

所需的单字长乘法和加

法的个数分别为 10 个和 g 个斌相应地比文巨1的算法分别减少 3个乘法和 3 个加法
。

在

截取维果时
,

在最后一位考虑舍入
,

采用错位连接的技术保留前 98 位
。

当定点数
二 1o za z4

不须左规时
,

在第 97 位加上舍入 R ‘ 2一 , , 。

当定点数
二 , 二20 2 ‘

须左规 1位时
,

在第 98 位

加舍入量 R = 2一气 然后左规
。 ⋯

,

X 一价 Y :

高高高 低低

高高高 低低

高高高 低低

高高高 低低

舍舍舍舍入入

舍舍舍舍入入

舍舍舍舍入入

)
2 1

}
2 2

!
z 3

I’ i;’’’’’]

图 2
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此处
,

定点数 zl 翔跳z4 簇 (l 一2
一 ’‘

)’+ 2一”< 1
,

因此不可能引起右规
。

º当定点数 z l’z 2
朴 ; ;

第 1位非 O 时
,

不须左规
,

由 (1 ) 求得的阶码不变
。

否则
,

须

左规
,

并将由 (l ) 求得的阶码减 1
。

误差估计
.

飞 一

由公式(6) 可知
: 一

、 ‘ 一
‘

-

( 1 )Z 中少算的 ( X
3 X Y ‘

) X Z一 ‘68 + (X ‘X Y 3Y‘

) X Z一 ’,早
是小于 2 X 2一’含。二2一 ‘19 = △

; ;

(2 )用硬指令浮 点积计算 [ (X
I
X : 只 Y 4

) 火 2一 ’44 + 凡」
、

〔( X 、只玖丫
: ) 沐 2一‘“ + R l

」和

「(X
Z

凡 X Y 3 ) X Z 一‘44 + R ,

〕所产生的误差绝对值不超过 3 X 2一 ‘2 , = △
: ;

( 3 )定点数 2 12 22 32 ;

不须左规时
,

式 ( 6 ) 中 * 一 : 一 , 7 , 二一 9 6
。

二起四舍滋
的柞角

。

截

取高 96 位的截断误差绝对值不超过 2 一 97 一△
3 。 _

综合 ( 1)
、

(2 )
、

( 3) 知
:

当 2 12 2

乙2 4
不须左规时

,

尾数绝对误差

△ < △
,

+ △
2
+ △

3

< 2 一 97 + 2一 118 < 2一 96 (7 矛一

(4 ) 定点数 2 12 22 32 。

须左规时
,

式 ( 6 ) 中尺 = 2一 , 8 , n = 9 7 。

尺 起四舍五入的作用
。

截取高 97 位的截断误差绝对值不超过 2一 ”一△
‘。

综合
·

(l )
、

(2)
、

(4 ) 知
:

当 2 12 22 32 4

须左规而未左规时
,

尾数绝对误差

△ < △
;
+ △

: + △
‘ <

‘

2一 98 + 2一 ‘18 < 2一 ”

左规 1 位后
,

尾数的绝对误差

△ ( 2一 9 7
+ 2一 ’‘7 ( 2一 9 6 ( 8 )

由 ( 7 )
、

( 8 )式知
,

计算结果的尾数绝对误差△< 2一 ’‘ ,

即至少保证有 95 位有效数字
。

实际上
,

由于式 (7 ) 与式 (8 ) 中的 2 一川与 2一川相对 2一 , 7

而言非声小
,

一般均有△镇 2一 ” ,

即计算结果有 96 位有效数字
,

也即双字长尾数的所有 96 位均与真值相同
。

这与实际考

核结果是一致的
。

此算法的精度相对文 〔lj 的△< 2一 ’5 ,

提高了 2 位
。
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