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判断实对称矩阵为正定
、

半正

定
、

负定
、

半负定或不定的一个算法
‘

胡庆军

(国防科技大学系统工程与数学系 长沙 4 1 0 0 7 3)

摘 要 给出判别实对称矩阵为正定
、

半正定
、

负定
、

半负定或不定的一个算法
;
采用

选最大对角元的方法
,

可使数值计算稳定性好
。

讨论了该算法的运算量
,

得到乘除法和加减

法总次数分别至多为斌
n 一 1 ) (n 十 4 ) / 6 和 n(

n 一 1 )(n + 1 ) / 6 的结论
。

最后给出运行该算法的

数值例子
。

关键词 实对称矩阵
,

类型
,

判别算法
,

运算量

分类号 0 1 5 1
.
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实对称矩阵从二次型的角度来分
,

有五种类型川
:

正定
、

半正定
、

负定
、

半负定及不

定
。

在数值分析与计算中
,

若 已知矩 阵为某一类型
,

则 自然采用优良的计算方法
。

如线

性方程组的求解
,

若已知矩阵正定
,

则有 C h ol e s ky 分解法
、

松驰迭代法 [2] 等
。

又如最优

化问题中的共扼梯度法川要求是正定矩 阵
。

再如在二次型的讨论中
,

若已知矩阵的类型
,

则有利于分析二次型的有关性质
。

总之
,

判断一个实对称矩阵为上述的某种类型
,

这在

实际工作中是很有必要的
。

实对称矩 阵的有定及不定的定义见文献 [ 1〕
。

下面五条是有关实对称矩阵 A 正定 (半

正定 ) 的等价形式 [l]
。

(1 ) A 是正定 (半正定 ) 矩阵
; (2) 对于满秩矩阵 p

,

尸 A p 是正

定 (半正定 ) 矩阵
; (3) A 的一切主子式大于 0 (一切主子式非负

,

且 }A 卜 0) ; (4) 存

在同阶矩阵 L
,

使 A 一L刀
,

且 !Ll 护 。 ( }川 一 0) ; (5 ) A 的特征根均大于 。 (均非负 )
。

注意到若 一A 正定 (半正定 )
,

则 A 负定 (半负定 )
。

因此
,

负定
、

半负定矩 阵将有

类似的等价形式
。

从实用和计算量小的角度来讲
,

判定实对称矩 阵类 型的方法甚少
。

C h ol es k y 分解

法图只能判断一个实对称矩 阵是否为正定矩阵
,

而不能判断是否为半正定
、

半负定或不

定
。

当矩 阵 (特别是大型矩 阵) 不是正定时
,

其数值计算可能不稳定
。

本文从上面的条

件 (2 ) 出发
,

给 出矩阵正定 (半正定 ) 的等价条件
,

提出判定实对称矩阵为正定
、

半正

定
、

负定
、

半负定或不定的一个算法
。

1 理论依据

引理 1 若实对称矩阵 A 正定 (半正定 )
,

则 A 的对角元均大于 。 (均非负 )
。

引理 2 设实对称矩阵 A 的对角元均为 O
,

若存在非对角元不为 0
,

则 A 必为不定矩

o一B1�al�0
一一

al,.一alll一alz一alll一

nrlll--

|
|

l
.、lesll.es.‘..111..

引理 3 设 A = ( a ,, )
, 火 ”

一 八
‘ ,

B = ( b *,
)

(。 一 , ) x ( , 一 1 )

b。 一 a 走,
一 a * , a t ,

/ a . , ; k

且
a : 1

共 0
。

记

一 2
,

3
,

月目”11,‘

⋯
目aaa

一
1鱼all⋯

一

反” -

反 l x

定理 1 设 A = ( a ; ,

)
。 x 。

一 A ‘ ,

且
a 1 1

> o
,

则

(1 ) A 正定 (半正定 ) 的充要条件是 B 正定 (半正定 ) ;

(2 ) rk ( A ) 一 1 + 从 ( B )
.

其中 rk ( A )表示 A 的秩
。

引理 1 ~ 3 易证
,

略
。

定理 1 由引理 3 得
。

记 A
‘o ,

= ( a迄夕
,
)
” x 。

= A
,

对于 i一 l
,

2
,

a
}江

‘’

⋯
,

至多
, 一 1

,

找出最大对角元 司厉
‘’,

即

= m a X a
另
一 ”

i蕊 j簇 月

( 1 )
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若
a

翁
‘’

> 。
,

将 A(
i一 ‘,

的第 i 行 (列 )分别与第 J ,

行 (列 )对调后 (若 j
,
一 i

,

则此步略 )记为

直
“一 ‘’

= (及选;
一 ” )

。火 。 ,

、
,
/、

、
产

9曰no
了

‘
一了、
、

令

(a工l
,
)

。 、 。

n+

A
(‘) =

其中 武;
,
-

记

斌厂” 一 武厂
‘’ ·

刁万
一‘’

/ a分
一 ‘’,

k
、

l -

其它

B “ , = (a土l
,
)

(,

卜、)、 (, 一 ) ,

k
、

l 一 i + l
,

⋯
, n

(4 )

注意到若可沂
” > O

,

i一 1
,

2
,

⋯
,

则 由 A ‘i一 ”
可形成 A

(。 ,

且 由A 的对称性知由 (2 )
、

(3 )式确定的 A(
, ,

均是对称矩阵
。

而由 A( 一 , ,

变换到 A(
,

实际只需粤(、 一 , ) (、一 ,十 : )次乘
一

’

一 ’

一”
一 ’

一
一 ’ ‘

二”
一 ’ ‘

一
- -

一
‘

~ 一 ‘ - -

一
’

,

”
’山 2

‘

”
’ 、 ”

‘
一 ’

~ ~

或除法和合
(一

, )(
2! 一 , + 1 )次力口减法运算 (这里用至。矩阵又寸称性及运算技巧 )

。

上面的

B(
。

类似于定理 1 中的矩 阵 B (实际上 B(
”
是定理 1 中的 B )

,

B ‘i)

是
n 一 i 阶对称矩阵

。

定理 2 若
a
{厉

‘,

> O
,

i = 1
,

2
,

⋯
, , , 一 l

,

则 由 (2 )
、

(3 )式变换形成 A ‘, , ,

A ‘2 , ,

⋯
,

A
‘” 一 ‘’

所需乘除法总次数 M
。

和加减法总次数 A
己

分别为

1
, , 、 , . 、 ,

1

似
。

= 万歹n 气n 一 1 少欠n 十 叼
,

且
d
= 二二 n 戈n 一 1 ) 又n 十 1 )

O 0

证明 由上面分析知

书 1
, ‘ 、 ,

二
_ 、 .

吕 1
I以 。

= 尸
,

万 、n 一 2 ) 又n 一 之 十 j )
,

月J
= 户

,

二 又n 一 t八 n 一
i
十 1 )

二下 乙 丁或 乙

化简上面式子即得证
。

定理 3 设 B(
i)

由(4) 式定义
,

若 耐江
” > 。

,

则

(l ) B(
‘一 ‘’

正定 (半正定 )的充要条件是 川
i)

正定 (半正定 ) ;

(2 ) rk (B
“ 一 ” ) = 1 + rk (B

“ ,
)

。

定理 4 矩阵 A 正定的充要条件是可万
” > O

,

i ~ 1
,

2
,

⋯
, 、

.

将定理 1 中的 A
、

B 分别换成 B( 一 ‘, 、

B(
。 ,

即得定理 3 的结论
。

再由定理 1 及 3 即得

定理 4
。

定理 5 矩 阵 A 半正定 的充要条件是存在非 负整数
二
(< 、 )

,

使 可沂
” > o

,

i一 1
,

2
,

⋯
, r ,

且 B(
r) 一 0

.

这时有 rk (A )一 r.

证明 由定理 1 和 3 即可证得该定理的充要条件成立
。

再由定理 1 及 3 知
r k (A ) = 1 +

r k (召) ~ l + r k (B
‘” )

r k (B
“ 一‘’

) = 1 + r k (B
“,
)

,

i = 2
,

3
,

⋯
, r

rk (A ) 一 1 + rk (B (1) ) ~ 2 + rk (B(
2 ,
) -

· · ·

~
r
+ rk (B(

r) ) 一
r 。

证毕
。

2 算 法

根据 (1 )
、

(2) 和 (3) 式及定理和引理
,

下面构造判定实对称矩阵为正定
、

半正定
、

负

定
、

半负定及不定的算法
。

其算法步骤如下
:

(1 ) 赋值 A = (a
, ,

)
。 x 。

(实对称 )
,

1 => 1
.

(2 ) 找 J
,

k (i簇J
,

走簇 n )
,

使

1 4 4



= n la X 叹22 , 反 汤乏
= n l ln 口22

.

i共 l< ” 尹石 l成 r 己

(3 ) 若 i一 1
,

则转向 (4 ) ;
若 l< i< n ,

则转 向(5 ) ;
若 i一

, , ,

则转向(8 )
.

(4 ) 若
a , ,

> O 且
a 是庵

妻O
,

则转向 (7 ) ;
若

a jj > O 且 a 走*

< O
,

则算法结束(见注 1 ) ;
若

a , ,

= a * *
= O

,

则转 向(6 ) ; 否 则
,

一 A => A
,

转 向(2 ) (见注 4 )
。

( 5 ) 若
a * *

< O
,

则算法结束 (见注 1 ) ;
若

a * 去

) O 且 a jj = O
,

则转向(6 ) ;
若

a * 是

) o 且

a 刀 > O
,

则转向 (7 )
。

(6 ) 若存在非对角元 岛
,

笋 。 (l’镇 : < t镇n)
,

则算法结束 (见注 1 ) ; 否则
,

算法结束

(见注 2 )
。

(7 ) 将 A 的第 i行 (列 ) 分别与第 J 行 (列 ) 对调
,

得

a , ,

一 些二卫空冷
a , ; : 毛 t

, s 、
t 一 i + 1

,

⋯
, , ,

叹 , ,

i + 1冷 i
,

然后转 向(2 )
。

(8 ) 若
a jj

< o
,

则算法结束 (见注 z ) ;
若

a J ,

= o
,

则算法结束 (见注 2 ) ;
若

a ] j

> o
,

则算法结束 (见注 3 )
。

注 I A 为不定矩阵 (引理 1
、

2 和定理 3)
。

注 Z A 为半正定矩 阵 (A ) 0)
,

且 rk (A )一 i一 1 (定理 5)
。

注 3 A 为正定矩阵 (定理 4)
,

即 A > O
。

注 4 若经过此步
,

则所得结论相应为 A 是不定矩阵
、

半负定或负定矩 阵
。

注 5 本文算法简单
,

便于实施
,

运算量主要在步 (7 )
.

由定理 2 知
,

判定一个实对称

矩 阵的正定
、

半正定
、

负定或半负定性至 多需〕
。 (。 一 1 )(、 + 4 )次乘除法

,

粤
, 2 (、 一 1 ) (n

’
1

‘ ” 曰 廿

一
z

~
、 ‘

一
z

~
、 一 / 、 /

~ ~
’

~
z

~
’

一一 一
” 叼

6 ”
、

’

一 、

”
一 丫 、 ’一 ’ ‘’ ‘

一
’

6
’
一 、 ’ -

十 1) 次加减法运算
,

另加上对角元中找最 (大
、

小 ) 值的运算量
。

步 (2) 的找最大值工作

(若 A 的确为正定
、

半正定矩阵
,

则对角元中选最大值等价于全矩阵元素中选最大值 ) 是

以保证算法 (步 (7 )) 的数值计算稳定性好 (即计算舍入误差小 ) 为前提的
,

找最小值的

目的是希望尽可能快地判出不定矩阵 (若的确为不定矩阵 ) 以减少计算量
。

同时该算法

能指出半正定
、

半负定矩阵的秩
。

3 数值例子

下面给出 4 个例子以验证本文算法的可行性和合理性
。

例 1一 3 说明算法的实施过程

和判断结论 (可用主子式> O 或行列初等变换直接验证有关结论 )
。

其中
“ , ”

部分表示

在变换 中不改变 (即不作运算 )
,

由于对称矩阵
,

故下三角部分也不作运算
。

带
“

—
”

的

元素为最大值元素
。

例 4 表示算法的计算时间
。

例 1 对于矩阵 A
,

用本文算法
,

则

一 2

6

2

一 6

一 3

4

0

一 4

A (0) 一 A ~

1

一 2

2

一 3

0

一 6

4

1 6 }~ 万
‘

一 4

4 4

一 6

4 2

关

关

一 3

一 2

2

1

关

1 4

一 4

l 6

0

3 1

87�
***.

J

件,且1Cj

4487�14
Q�连
‘内h月哇月恃11
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5
.

8 1 6

~ A (1) 一

关

一 8
.

0 2 3

1 9
.

7 4 7

关

关

关

一 1
.

3

0

8 6 2

5 1 7

8 9 7

关

一 4
.

6 4 4

8
.

9 2 0

0
.

4 8 3

2 8
.

7 4 7

关关关关关关关关关关
了.

!

⋯
、r

l
l

we⋯

~ 又
‘, ’

-

2 8
.

7 4 7 8

关 1 9
.

.

92 0

7 4 7

关

关

0
.

4 8 3

3
.

5 1 7

0
.

8 9 7

关

关

关

一 4
.

6 4 4

一 8
.

0 2 3

一 1
.

8 6 2

5
.

8 1 6

一 A ‘2 )
= } 关 芳 1 6

.

9 7 9 3

O

.

3 6 7

.

8 8 9

关

一 6
.

5 8 2

一 1
.

7 8 4

5
.

0 6 6

)

~ A (3) -

0
.

2 2 1

关

关

关

一 0
.

4 7 9

2
.

5 1 4

关关关关关关爷关关关 关关关关芳

1
11

!
r.
..

⋯
、

关关关关 关

关关

~ 万
‘3 )

- ~ A (4) -

关 关 2
.

5 1 4 0

关 关 O

,

4 7 9

.

2 2 1 关 苦 关 0
.

1 3 0

关关

厂三.!
.

l

les
es
、

关关关关关关关

Z月.书,..1
..
.

.
、

.‘......‘.l.eseseses卫k

由此得到

例 2

a
{沂

”> 0
,

i= 1
,

2
,

3
,

4
,

5
,

则 由算法步 (8 )及注 3 知 A 为正定矩阵
。

对如下的矩阵 A
,

若用本文算法
,

则 (又
(‘,

省略不显示 )

{
1

{一
“

刃
叼 一A 一 }

“

{一
“

t O

一2 3 一 3

4 一 4 6

一 4 4 0 一 1 8

6 一 1 8 1 3

0 1 2 一 4

关 关

关 关

0
.

8 7 8 一 2
.

0 4 9

关 4
.

7 8 0

关 关

。
{

。
⋯

‘“
{~

A
气 ‘’

一

一 4

{
2 0)

关

3
.

6

关

一 1
.

8

0
.

9

关

关

一 1
.

7 5 6

4
.

0 9 8

3
.

5 1 2

关

4
.

2

一2
.

1

4
.

9

关

关

关

1
.

2

一 0
.

6

1
.

4

1 6
.

4

一A
(2 )

= } , 关
~ A

(3 )
= } 关 二 ‘

关

关

0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

关

关

关

0
.

0 0 0

0
.

0 0 0

由此得
a

翁
‘, > o

,

i一 1
,

2
,

3
。

由算法步 (6 )及注 2 知 A ) O
,

且 rk (A ) = 3
。

例 3 矩阵 A 如下
,

用本文算法
,

则

、leseseseses

r
.l

se
,,J .I

乃了。O
J

任
}

‘

} l
A 明 一 A 一 }

{了
’

15

1

2

一 2

0
.

3

1
.

5

一 2

2
.

5

0
.

5

一 1

0

⋯~ A (1) -
0

.

4 0

0

2
.

2

0
.

1

1

一 1
.

1
.
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二 。
。

不难证明 (
‘

x /. 一
, ,

劲为完备度量空间
,

但 (
’

x / 一
; ,

劲一般不为 x 的完备化空间
。

定理 5

证明

若 x 是全有界的距离空间
,

则 (
‘

x / 一
, ,

云)为 x 的紧扩张
。

由定理 2 知
, : 仁

‘ r ,

故
’

x 关于
、一拓扑是紧的

,

从而 (
’

x / 一
c

_ ,

云)为紧空间
。

由于任一
: 一邻域中 含有 x 中的点

,

故 x 在 (
’

x / ~ : ,

为中稠
。
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R in e h a r t a n d W in s to n (N e w Y o r k )
,

1 9 6 9
:

1 8

一 8 6

艺 K e lly J L
.

G e l飞e ra l T o p o lo g y
.

V a n N o s t r a n d
,

1 9 9 5

3 冯汉桥 (译 )
.

应用非标准分析
.

西安
:

陕西师范大学出版社

4 R o b in s o n A
.

N o n s t a n d a rd A n a lys is
.

N o r ty
一

H o lla n d
,

A m s t e r d a rn
,

1 9 7 4
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尸0LO

关长80

少自0一.1

关 关

一

关 关

一一A
一

由此得 武里
,
- 一 1

.

n < O
。

由算法步 (5 ) 及注 1 知 A 为不定矩阵
。

例 4 对于
, :

阶实对称矩阵 A = (a
, ,

)
n 汽 , , ,

其中
a , ,
一 i(“ 一 i + 1 )(n 一 , + z )

,

i 成 ,
.

用 C l
l
ol es k y 分解法可知 A > O

。

今 表 l 运算时间

对不同的
n ,

在 选8 6 微机上用本文
, , 5 0 1 0 0 2 0 0 2 5 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0

算 法 (用 F O R T R A N 语 言 编 程 ) 秒 0
.

5 2
.

0 2
.

9 4
.

1 7
.

8 2 2
.

5 5 4
·

9

判得 A 为正定矩阵
。

运行时间见表

—
1

。
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