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摘 要 本文对
’

X 中的三种常用拓扑进行了研究
,

得到了一些性质
。

特别地
,

通过对
’

X 的商拓扑的研究
,

得到了 T yc ho no ff 空间的 St
o
ne

一

C ec h 紧扩张定理的非标准证明
。
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·

x 中的拓扑

设 惬丫 是一个超结构
, ‘

留 是 那 的非标准扩张
。

又设 (X
, : )为拓扑空间

,

且 X 任邸
,

并设
‘

哪 是
K 一

饱和的
,

而 C ar d(
、

尹 (X )) < K 。

这里 少 (X )为 X 的子集全体
。

记
‘

X 为 X 的非标准扩张
,

定义
‘

X 中的与
:
有关 的几种常用拓扑

。

1) Q
一

拓扑[4]
:

Q
一

拓扑为
‘

X 中的所有内开集生成的拓扑
。

亦即设
二

为 X 中的开集全

体
, ‘ :

中的元生成的
’

X 中的拓扑
。

2)
’ 二
拓扑

:
A 任

‘ r 当且仅当 A 一 U
‘

G
。 。

这里 G
“

任 : ,

即
‘ r
拓扑是 由标准开集的

非标准扩张生成的拓扑
。
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3) 挤
r

拓扑
:

A 任了
r

当且仅当 A 一 U
‘

F
。 。

这里 F
。

为 X 的闭子集
,

即 ,
r

拓扑是

由标准闭集的非标准扩张生成的拓扑
。

下面根据定义建立这几种拓扑之 间
,

以及它们与
r
的关系

。

定理 1 :
(1 ) 若

:
是 T

:

的
,

则 Q 亦为 T
Z

的
;

(2 )
‘

X 关于
’ : 及 犷

r

是紧的
;

(3 )
‘ :

l
x
= : ,

Q }
、

妻
: ;

(4 ) 若 X 是 了
,

的
,

则 了
:

}
x

为 X 上的离散拓扑
;

(5 ) Q )
‘ 二 ,

且等号成立当且仅当
:
是有限的

。

证明 (1) 若 X 是 H au sd or ff 的
,

则下述语句为真
:

仁V. 二
,

V y
,

(二 〔 X
、
y 任 X ) 二 护 y 〕冷日 V ,

〔 r ,

V :
任 二

s ·

t v ,

门v Z
一沪且 x 任 V , ,

y 任 V : 。

由转换原理及 Q 的定义即知
,

Q 是 T
:

的
。

(“’设 甲
G
一

‘

X 为
‘

X 的任一
‘ r
开覆盖

,

因 G
·

为
‘

X 的
‘ r 开子集

,

故 Ga 一岁
‘

G 叨

,

于是有 U
’

Ga
, 一

‘

X ; 又由于 G ar d( 少 (X )) < k
,

及文仁1」定理 2
:9

1 知
,

存在有限集
空 ,

刀

{ a l , a Z ,

⋯
,
a, }使 U Ga 一 X

,

于是 U
’

Ga ~
’

X
,

从而
‘

X 是
’ :

紧的
,

同理可证 (
’

X
,

夕
r

)是紧空间
。

( 3) V G 任
: , ’

G n X 一 G
,

故
‘

引 x
)

二 ,

其次
,

自 X = U G
。

任 : ,

故
‘ r

l
x

镇
r ,

从而
’ r

}
x = 二 。

设 G 一 U
‘

G
。

任
‘ : ,

则 G n X 一 U
‘

G
。

(4) 若 X 是 T
,

空间
,

则 X 的每个单点集为闭集
,

于是 X 的每个单点集为了
r

开集
,

从而 ,
r

}X 为离散空间
。

(5 ) 由定义
,

显然 Q )
‘ : 。

若 Q 一
‘ r ,

则若
r
为无限集

,

则必存在 G 任
‘ r ,

使 G 不

是
:
的元的非标准扩张

;
但由于 G 〔

‘ r ,

故知 G 一 U
‘

G
。 ; 又由于 G 是内集

,

由文 [ 1 ]定

理 “
·

9
·

‘知
,

有有限个 G 、
使从

‘

Ga
、

一 G
,

从而 G 一

限的
。

反之
,

若
二 为有限的

,

显然有 Q 一
‘ r 。

,

(U G
a

)
,

得出矛盾
,

故
: 必为有

若 X 为度量空间
,

尸为 X 的度量
,

在
’

X 中定义拓扑 S
:

A 仁
‘

X 为
s 一开集

,

当且仅

当V x 任A
,

存在
。> o (: 任 R + )

,

使王y }
‘

尸(x
,
y )< 。}仁A

。

定理 2 :

设 (X
,

川为度量空间
,

则

(1)
‘ r仁 s

拼X 是离散 的
,

且存在
: > o 使 P( 二

,

妇) 。 ,

V 二
,
y 任X

,
二护y ;

(2 ) , 仁拱
‘

X 是全有界的
;

(3 ) s =
‘ :
拱X 是有限集

。

证明 (1 ) 必要性
: : 任

‘ r
拱是离散 空间

,

因为若不然
,

则必有 二〔X
,

使 X \{x
。

}为

_
二 、

_
, 、 _

_ 一 _
, , _

_
, 、

_
、 , 、 , 、 ,

一
, 、 _

1
, ,

一一
, , 、

X 的开的非 闭集
。

于是
,

存在点列 {x
·

}仁欠\{了
。

}使 : (禹
,
x 。

)< 育
·

从而有
‘

X \{‘
。

}一

’

(X \{ x 。

})不为
、一开集

。

事实上
,

V 。任
’

N \N
,
二

,

任
’

X \{二
。

}
,

但V 。> 0
, 。任 R + ,

二。
〔 {y

}
‘

爪y
,
二

F

)< : }
,

故
‘

X \{x
。

}不为 、一开集
。

这与假设
’ 二

仁S 矛盾
。

于是 X 是离散空间
。

下面证明
:

存在
: > 。使 二

,
y 任X

,
二并y 时

,

P( x
,

刃异
。 。

若不然
,

则可找 X 的点列

{X
。

}及 {y
。

}
,

使 夕(X
,
y

, .

)<
告

,
劣

。

、 y
, 。

不妨设 。(艾
, ,

y
,

) 、
,

有 {X
,

}
,

、y
。

}均为无穷子集
。
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事实上
,

若 {x
。

}有限
,

则必有 {y
。

}的子列 %
走

及 x
”。

使 P( x
”。 ,

肠
*

) 飞o
。

这与 x
。。

为孤立点矛

盾
。

于是
,

不妨设 {x
,

}为两两不同的序列
。

V n 任N
,

令 氏 一 inf P( x , ,
x

。

)
,

由 X 的离散性及
虎> ”

{x
。

}两两不同知
, 。。 > 0

。

设
。~ inf ‘

,

有
。> 0 ;

若不然
,

不妨设 气~ 0
,

于是
,

可找 {x
。

}的

子列 {禹
。

}使

p (x
·‘ ,

x
· * + 、

) < 2乓 *

~ O (k ~ oo )

令 G 一 {x 、
* :

k 一 1
,

2, ⋯ }
,

则
’

G 是
‘ r
开集

,

从而
’

G 是 : 一开集
。

但很明显
,

V , 任
‘

N\N
,

x
· 2

,

e
’

G
,

x
· 2叶 ,

去
‘

G
,

而
’

尸(x
· 2 , ,

x
· : 叶 1

)全o
,

这与
’

G 是
s一 开集矛盾

,

故
‘> o

。

于是V k
,

, n ,

k笋m
,

k
,

m 任N
,

P(x
* ,

x 。
))

。> 0
。

由转换原理知
, ‘

P(x
* ,

x ,
)) 。> o

,

k
,

m 任
‘

N
。

又

注意到
,

V 。任
‘

N \N
, ‘

p (x
, ,

y
,

)二 o
。

令 八 = {x
, : : ,
论

‘

N }为
s一开集

,

故
, 任

’

N 又N
,

y
,

任

A
。

由下串原理
,

存在 k
。
任N 使 k ) k 。 时

,
y *
任A

,

即 {y
, : k ) k 。 ,

k 任
‘

N }仁A
。

故对 k )

k 。
,

必可找 m
,

使 夕,
二 x

,。 * 。

因 x *

笋夕* ,

所以 m *

笋k
,

于是 产(x
* ,
夕*

)一户(x * ,
x , *

)) “ 。

这与 户

(x
* ,

, ;
)< 李矛盾

。

必要性得证
。

充分性是显然的
。

、
~

理 ’ 了 之 产 一、

k
‘J ‘

口
“

~ 苏
’

一
’‘J

~
。 , “ / 廿 ’

山~ ~
”

, 、 目 “ “

( 2) 若 X 是全有界的
,

证明
: 仁

’ r 。

设 A 为 、一开集
,

则V x 。
任A

,

存在 : > O (。任

R 、
)使 {川

’

爪y
,
x 。

)< : }〔A
。

注意到 X 是全有界的
,

故对此
。> O

,

可找有限集 F 一 {x
, ,

x Z ,

⋯
,
x

。

}使 s (F
, 。/ 4 )三 U {x }P(x

,
x ,

)< 。/ 4 }。 X
。

故
‘

X = U
‘

G
, 。

这里 G
,

= {x }P (x
,
x ,

)
i 一 1 1= 1

< 。/ 4 }
。

又 x 。
任

‘

X
,

故存在 i 使 x 。
任

’

G
, 。

若 x 任
‘

G
、 ,

则
’

P (x
,
x 。

)镇
’

夕(x
,
x ,

) +
‘

P(x
‘ ,

x 。
)< : ,

故 二〔 A
,

从而
‘

G
I

C A
。

于是证明了 A 是
‘ r 开集

。

反之
,

若
: c

‘ : ,

则V 〔
‘

X
,

x

是预近标准点
,

亦即 V : > o
,

日y e X
, s ·

t
‘

爪x
,

刃 < : 。

这是因为妙 }
’

爪y
,

x) < 。}为 x 的
, 一邻域

,

从而也为 二 的
’ :
邻域

,

于是必含标准点之故
。

由此
,

X 是全有界的
。

(3) 由 (1 )及 (2 )
, ’ r ~ s

娜X 为离散的全有界集
,

且 x 护y
,

爪x
,

刃》
。 ,

从而只能是有

限集
。

2
’

X 中的商拓扑

设 X 为一拓扑空间
,

称紧空间 Y 为 X 的一个紧扩张
。

如果存在映射 f
:

X ~ Y
,

使

f 为 X 到 f (X )的一个同胚
,

而且 f (X )在 Y 中稠
,

则称 X 的紧扩张 (f
,

Y )为 H au sd or ff

紧扩张 (如果 Y 是 H au sd or ff 的)
。

众所周知
,

任意拓扑空间均有紧扩张
。

对于 X 的紧扩

张全体
,

定义偏序 (f
,

Y )) (g
,

Z )
,

当且仅当存在从 Y 到 Z 的连续函数 h 使 h
O

f 一 g
。

等

价地
,

有 (f
,

Y )) (g
,

Z )
,

当且仅当 f (X )到 Z 的连续函数 9
O

f
一 ‘

有映 Y 到 Z 的连续扩张

h
。

若 h 为同胚
,

则称 (f
,

Y )与 (g
,

Z )拓扑等价
。

不难证明闭
,

X 的所有紧扩张人体在上述

偏序的定义及把拓扑等价认为恒同的意义下是一个偏序集
。

本文关心的是
,

拓扑空间在

上述偏序定义下是否有最大紧扩张
。

S t o n e 一

C仑e h 定理
[ 2〕告知

,

对于
‘

ry e ho n o ff 空间
,

这种

紧扩张是存在的
。

下面揭示
‘

X 中的商拓扑和这种紧扩张的关系
。

设 X 为拓扑空间
,

从 (X )为 X 上的有界实函数全体
,

C 。
(X )为 X 上的有界连续函数

全体
。

利用从 (X )及 c
。
(X )对

‘

X 进行一个分划
:

设 x
,

y 任
’

X
,

定义 x 一叽y .
‘

f (x )之
’

f( 刃
,

V f 任从(X ) ; x 一
c

户拱
‘

f (x )之
‘

f (y )
,

V f 任 c
。
(X )

。

不难验证
,

一气及一几均为
’

X 上的等价关系
。

设
二 为

’

X 上 的拓扑
,

一为
‘

X 上的等价关系
,

则定义商空间
’

X / ~ 上



的拓扑 元一 二 / ~ 为使投影 p : x ~ 全连续的最大拓扑
,

亦即
‘

X / ~ 中的所有使 p 一 ‘
(G )任二

的集 G 为
‘

x / 一中之开集
。

称 元为
‘

x 上的拓扑 7r 关于等价关系一的商拓扑
。

显然
,

p : x

~ 厉是连续的开映射
。 ·

定理 3 若 (X
, : )为 T y e h o n o ff 空间

,

则

(
’

X / 一气
, ’

分)为 X 的最大的 H a u s d o r ff紧扩张
。

证明 先证 (
‘

X / 一气
, ‘

句是 H a us do rff 的
。

设 全笋夕

则可找 f 任G (x ) 使
’

(
‘

f( x )) 半
’

(
‘

f (户 )
。

记
a 一 (

‘

f (x ), b一
’

(
’

f (妇 )
,

}
a 一

bI 一。> O
,

令

U = {2
1
2 〔 X

,

If丫z ) 一 a l< 。/ 4 }

V 一 {21
2 〔 X

,

}f (z ) 一 川 < 盯 4 }

则 U
,

V 均 为 X 的开子集
,

且 U 门V 一笋
。

由转换原理
’

U 自
‘

V ~ 必
。

令 G
l
一P (

‘

U )
,

G
Z
一

p (
’

v )
,

显然 G
,

及 G Z

分别为 房 及 夕的开邻域
,

且 G
,

n G Z
一必

,

从而证明了
‘

分是 H au
s -

d o r ff的
。

其次 由(
’

X
, ‘ r

)紧知 (
‘

X / 一气
, ’

分)紧
。

设 f
:

X ~
’

X / 一几 f (x )垒汾
。

由于 X 是 T yc h o
nc ff 空间

,
x

,
y 〔X

,
x 并夕”厉共夕

,

故

f 是一对一的
。

往证 f 为 X 到 f (X )的同胚
。

由定理 1 知
, ’

川
x 一 : ,

且嵌入映射 J
:
X 一

‘

X 是 X 到 J (X )的同胚
,

而 f 一 P
O

J
,

故 厂连续
。

又设 G 仁X 为 x 的任一开邻域
,

取连

续 函数 g :
X ~ [。

,

1」使 g (x )一 o
,

g (X \G )一 1
。

令 W ~ {川 g (刃 < 1 / 2 }
,

则 f (G )D P (
‘

w )门j’( X )
,

故 f 为开映射
。

从而 f 为 X 到 f (X )的同胚
。

而 f (X )在
‘

X / 一气中的稠性是

显然的
。

这是 因为
‘

X 的任一非空的
‘ :
邻域均含有 X 中的点之故

。

于是
,

证明了 (
’

X /

一汽
, ‘

幻为 X 的一个 H au
s

or ff 紧扩张
。

其最大性证明如下
:

设 (g, y )是 X 的任一 H a us
-

do rf f紧扩张
,

因 g :
X ~ y

,

由转换原理
, ‘

g : ’

X ~
’

Y
。

注意到 Y 为紧的 H au sd or ff 空

间
,

故 V y 任
’

Y
,

y 为近标准点
。

于是可作映射 h : ‘

X / 一气~ Y
。

h( 。皇
’

(
‘

g (x ))
,

这里
.

(
‘

g (x )) 为
‘

g (x )的近标准部分
。

h 为
‘

X / 一气到 Y 的连续

映射
。

事实上
,

若 x 一气y, 则必有
.

(
’

g (x ) )一
‘

(
‘

g (刃 ) ;
若不然

,

设 y ,
~

’

(
‘
g (x ))

,

必

一
’

(
‘

g (刃 )
,

y l

尝y : ,

由于 Y 是紧的 H au sd or ff 空间
,

故存在连续函数 Z : Y~ [。
,

1〕使 Z

(夕
1
)= O

,

l(少
2
)= 1

。

令 g ,
= 1

0

9
,

则 9 1
任C 。

(X )
,

但
‘

9 1
(x ) =

‘

1
0 ‘

g (x ) 全
‘

l(少
,
) = l(夕

1
) = 0

‘

g ;
(y ) =

‘

1
0 ‘

g (y ) 全
‘

l(y
,
) 一 l(y

:
) = 1

这与 x 一
〔

侧 矛盾
,

故 h 是有意义的
。

其次
,

证明 h 的连续性
:
V x 任

’

X
,

设 G
‘

为 h (幻 的开

邻域
,

取 h( 力的开邻域 G 使 弓仁G
‘ ,

注意到 g 为 X 到 g (X )的同胚
,

可找 X 的开集 G
,

使 g (G
l
)一 G 自g (X )

,

于是
‘

g (
’

G
,
)一

‘

G n
‘

g (
‘

X )
。

因 G D
‘

(
‘

g (二 )) 且 G 为开集
,

故
’

g (x )任
’

G
,

于是
, ‘

g (x) 任
‘

G n
‘

g (
‘

X )
。

由
‘

g 是单射知 x e
’

G
, ,

于是 P (
‘

G
l
)为全 的

开邻域
,

且 h
O

p (
’

G
I
)一

’

(
‘

G )仁G 仁G’
。

故 h 连续
。

而 g 一 h
·

f
,

从而证明了 (
‘

X / 一
。。 ,

·

幻的最大性
。

定理 4 若 X 是 T
,

空间
,

则 (
‘

X / 一气
,

,
r

)为离散空间 X 的 S ton
e 一

C赴ch 紧扩张
。

证明 对于离散空间Ml, 一C
。 ,

由定理 (l )及定理 3 立即得证
。

如果 x 为距离空间
,

p 为 X 上的度量
,

则在
‘

X 上定义等价关系一
, ,

x 一
,

片
’

爪x
,

妇
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二 。
。

不难证明 (
‘

x /. 一
, ,

劲为完备度量空间
,

但 (
’

x / 一
; ,

劲一般不为 x 的完备化空间
。

定理 5

证明

若 x 是全有界的距离空间
,

则 (
‘

x / 一
, ,

云)为 x 的紧扩张
。

由定理 2 知
, : 仁

‘ r ,

故
’

x 关于
、一拓扑是紧的

,

从而 (
’

x / 一
c

_ ,

云)为紧空间
。

由于任一
: 一邻域中 含有 x 中的点

,

故 x 在 (
’

x / ~ : ,

为中稠
。
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尸0LO

关长80

少自0一.1

关 关

一

关 关

一一A
一

由此得 武里
,
- 一 1

.

n < O
。

由算法步 (5 ) 及注 1 知 A 为不定矩阵
。

例 4 对于
, :

阶实对称矩阵 A = (a , ,

)
n 汽 , , ,

其中
a , ,
一 i(“ 一 i + 1 )(n 一 , + z )

,

i 成 ,
.

用 C l
l
ol es k y 分解法可知 A > O

。

今 表 l 运算时间

对不同的
n ,

在 选8 6 微机上用本文
, , 5 0 1 0 0 2 0 0 2 5 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0

算 法 (用 F O R T R A N 语 言 编 程 ) 秒 0
.

5 2
.

0 2
.

9 4
.

1 7
.

8 2 2
.

5 5 4
·

9

判得 A 为正定矩阵
。

运行时间见表

—
1

。
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