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小波边界元法
‘

任钓国

(国防科技大学航夭技术系 长沙 41 0 0 7 3)

摘 要 将边界上的函数展成小波级数
,

利用循环矩阵方法
,

从核函数边界上的值
,

得

到离散的积分方程系数矩阵
,

求解未知的小波级数系数
,

从而得到边界积分方程近似解
,

文

中计算了一个二维拉普拉斯方程的解
。
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.

A n e x am p le o f ZD L a Pla e e e -

q u a t lo m 1 5 g lv e n
.

K ey w o r d s w a v e le t s e r ie
s ,

b o u n d a r y ele m e n t
,

in t e g r a l e q u a t io n

边界元方法最主要的特征是降维
,

其次是方程精度高
,

在相同规格规模条件下
,

所

需未知数少
。

小波是在数学和信息方面发展起来的一种分析工具
,

离散小波有许多优良

的特征
,

例如正交性
,

紧支性等
,

因此它应用于许多方面
。

Q ian 和 W ei ss 旧给出了偏 微

分方程小波
—

G a le r k in 解
,

Ja ffa rd 〔
, 〕证明了用小波离散的椭圆性方程

,

对于 D ir ieh le t
,

或 N e u m a n n 问题
,

条件数更好
,

使用共扼梯度法求解更快
。

紧支小波简介

为本文的需要
,

首先简单介绍紧支小波
,

读者可以参考文 献「3
,

4
,

5〕
。

紧支小波由
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D a u c hi e s
在文〔3」中发展的

,

它的基础是二尺度差分方程
:

州二) 一 习
a ;
(Zx 一 k ) (l)

‘〔 2

其中 抓 x )是尺度函数
,

山 为滤波系数
,

Z 为整数集
。

对于紧支小波
,

内 只有有限个不为

零
,

袱x ) 一 艺
a .

抓Zx 一 k) (2 )
K 〔 O

与抓x )正交的小波 抓x )定义为
N 一 1

必(x ) 一 习
‘a , 一‘

袱 2二 一 乏)

K 任 0

(3 )

尺度函数与它的平移函数
,

组成一个正交集
,

因此有

丁⋯二
抓X , 少‘X + ‘’“X 一 风

了

(4 )

其中 古
。,

为 K r o n e ek e r d e lta 函数
。

尺度函数在规一化条件下
,

滤波 系数有关 系
:

二
_ _ _ 刀一 1

l? 一 _ , 、 」 l
,

- ,

!
_ _ 扒J 声u J ~ 下山

“ ‘ ~ 工

. 一 介七 0

(5 )

从小波函数的定义可知
,

必(x )正交于尺度函数 抓x )
,

下列关系必须成立
。

丁
‘

二间
“ ! ’d‘ -

音暮
‘一 ‘’

‘“ ! “ 1

亡6 )

2 周期函数的小波展开

考虑区间 [。
.

门上周期为 l 的函数 f (x )
,

f (0 ) - (7 )

将区间「O
,

月分为
n
等分

,

每一子区间又分为

即

f (l )

2 ‘ 等分
,

令

关 一 ‘

(刽
(t’
一 O

,

1
, 。 · 。

M 一 ” (8 )

其中 M ~
, ·

2
, ,

山 ~ 兰

假定尺度为 m 的小波空间上
,

f (x )

函数 f (x )展开成为
:

一 艺c*2 誓帆2’" 右一 k) (9 )

其中 誉一 x /以
c ;

为 f (x )在小波空间上的系数
。

方程 (8) 可记为

关 一 艺
。2晋抓‘一 k)

用矩阵表示为
:

、llesesee又

!
ffC

了

l|l||,、||||t门les.esl
,
.

tlllweJeees
码仍妈
。。。00o妈典

。:尸
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口自

几j’,
·:f,z

简记为
:



{f } ~ 「A ] {
c }

由 于 [ A 〕是户个循环矩阵
, 、

向量 {f }是小波系数向量 {: }与〔A」第一列的卷积
,

FFT 求解厦
。 }〔

6 1
。

本文采用循环矩阵方法川可以得到〔A〕
一 ‘

的表示式
。

定义变换

{c } 一 [了
’

] {云}

其逆变换为

{云} = 口
’ ‘

] (
c }

其中

(10 )

可 以用

(1 1 )

(1 2 )

〔了
’

〕一 〔,I
’
矛,

〕一 〔一
”

月〕
,

口
’ ·

〕一六〔
一” 月」

,

(一需
,

M

一
2
·

)
方程 (10) 两边同乘以「T

‘

〕
,

应用方程 (1 1 )
,

方程右边矩化为对角矩阵
,

易得任}
,

再应用

(1 1 )
,

{‘ }可以 {f }表示
。

〔A 〕的逆矩阵求得
,

小波系数 {: }可表示为
:

{‘ } ~ 「A」
一 ’

{j
’

} (1 3 )

对边界积分方程
,

核函数经常出现奇点
,

上述方法不能直接求得小波 系数 (‘ } ; 如果

能给出奇点上函数的值
,

问题可以解决
。

不妨假定奇点为 x ~ O 点
,

f (0) ~ 面
。

奇点在其

它点
,

可类似求得
。

求和 ( 10) 式
,

得

名关 一 2誓名
。

(1 4 )

又在区间[ 0
,

月积分 (9) 式
.

利用小波函数性质有

比较 (1 4 )
,

(1 5 ) 式得

工
, (士) d X 一

纂

,
,
一

蛋工
f (二 , d 工

M一 l

丫
、e ‘

‘. 侧J 一

M 一 ,

(1 5 )

(1 6 )

只要积分存在
,

就给出了丸 的补充定义
,

于是 f (x )的小波系数求得
。

积分值可以用数值

积分求得
,

奇异积分仅在 (o
.
x :

]和 〔x
M 一 , ,

x 动
.

对于此奇异积分
,

下文中得一近似表示

式
,

效果很好
。

3 小波边界元

对于有限区域上的线性齐次偏微分方程
,

关于边界上未知函数

(或与 lt( x )相关的函数 P(二”的边界积分方程一般形式为
。

。 。二 )或法向导数
豁

‘(x )。 (x ) +
币

,
·

(二
,

歹)
“ (列

「
·

(歹) 一 币
。 ·

(二
,

歹碑瞥早
d ,

·

(f) (1 7 )

J r J r .

。“

其中
“ ‘

(x
,

妇和 p
’

(x
,

妇是边界上点
x 和观察点 歹的函数

,
.

当此两点重合时
,

奇异发生
。

u ‘

(x
,

妇称为基本解
,

P
‘

(x
,

妇是与基本解相关的函数
。

假定边界是光滑的
,

分成
。
个弧长为 四 的区间

,

如图 1 所示
。

取某点 A 为弧长的度

量点
,

边界的总弧长为 l
,

每区间又分为 2
‘

个子区间
,

定义
、~ l/ 戊

,

边界上的函数
u ’
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a u (x )
,

~
_

, 、 、

。 决
_

. ,
二 ~ ~

忧八
- 厄万一 气双 p 忧月辰战小狡幽 狱

。

u (x (l) ) =

P (x (l)) =

艺
c ,
2誓抓2

胡s

三云
, 2誉沪(2

, s

(M = ) , ·

2
脚
)

(1 8 )

核函数
“ ‘ ,

P
’

也展成小波级数
。

图 1 边界单元的划分

M 一 1 材

u 任

(x
,

歹) ~ 艺艺G
o

2’" 抓2’n :

艺艺H 夕
。

抓 2’n :

i )抓2
”s 一 j)

(19 )

P
‘

(x
,

幻 - i)沪(2
, s 一 j)

其中
s = l/戊

G 。 一

;步
二 2 ,

、2

一
‘)。 2 , ‘ 一 , , d ‘d‘

且
’

。
矛,
一

步乡:
,

心

2
。

。 2
。‘ 一 ‘, * ‘2

。
‘一 , , d‘d‘

(2 0 )

将 (1 8)
、

(1 9 )代入方程 (1 7)
,

两边 同乘 2誉抓2呀一j)
,

沿边界积分
,

利用(4 )式得
:

去[月 + * [11
, 、
〕{、

‘,

) 一 二仁G
, ,

〕{。
、}

乙 ,

(2 1 )

其中〔I〕为单位矩阵
。

可以利用多点高斯积分求得 H ij和 G
i , ,

但数值计算表明
,

精度很差
。 。 ‘ ,

P
‘

除奇点

外
,

在各分点的值已知
,

可以利用第二节所述方法求得
u ’ ,

户
‘

的展开式
,

系数 H 。和 G 。

可求得
。

根据 (1 9) 式 G ij和 H
,,

的 2矿 个值与边界上
u

‘

和 P
‘

的 2矛个值有关系
:

{G
, , } = 〔A〕

一 ’

º [A 〕
一 ’{u 寿}

丈私
, } ~ 〔A〕

一 ’

À [A 〕
一 ’{户寿

其中符号O 表示直接乘
,

向量丈G
。}为 丫 个值组成的向量

:

( 22 )

谧G
, , } 一 〔(吞}

。, }T {石1, }T ⋯ {口、一 l, }T〕
T ( 23 )

{民, }T 为

{C , , }T 一 [G
, 。 ,

G 、: ,

⋯鱿、 一 1

]

{H
, , }

,

丈u石}{p石}类似于 (23)式
。

对于 N e u m a n n
或 D ir ie h le t l’ed 题

,

P( x )或
u ( x )给定边界上的值

,

于是向量任
、}或 {‘ }

由 ( 13 )式给出
,

那么另一向量满足方程 (2 1)
,

用高斯消元法或其它方法求得
。

一旦边界

上的
“ ( x )和 P ( x )已知

,

域内任一点 x 上的 u( x)
,

可用它们的边界积分表示
:

、 ( x ) 一轰币
:‘ ·

[ (二
,

歹) ,
·

(歹) 一 ,
·

(二
,

‘)
“ ·

(歹)〕d l
、

( 24 )

‘ ,L J r

直接用数值积分求上式
,

精度不高
。

利用 ( 13) 式
,

上式可表示为
:

· ( x ) 一

黑
( 、·厂}·、一 } 一 {云: }· {云了} )

( 2 5 )



拉普拉斯方程小波边界元法及算例

用二维拉普拉斯方程说明上节 发展的方法
,

许多物理问题都可以用拉普拉斯方程表

己Z u
.

己Zu

只
.

- 不 十 二二
。

.

r
“

勿
‘

域 内 (2 6 )

边界上 U 二二二 “

己“ 己“

己, z 己, 2

D ir eh ile t 问题

N e 、, m a n n 问题

基本解法
(二

,

歹)一 乒In r

乙7t
(2 7 )

其中

P
‘

(x
,

幻 为

r 一 l
r
! = V 必

J

一 二 )
2
+ (乞 一 少)

2

己u
‘

己) z
(2 8 )

ar一饥1一r1一加

~ ,
. : , 、 里 _

_
~

. _ ‘

一
, _ ,

一一 一
、 ,

二
_ ,

一 ~
, , 、 , _ .

_ 面
赞 , , _

.

一
边介划分训 团 ‘

·

“ ,

p 仕 xi 井‘
, “丁但斓正

,

匀 ‘一 ] 口丁可并反王
。

阿寸万蔺
,

自 ‘~ x 盯有

su
‘

动 :。 (2 9 )

因此
,

可以用第二节中关于奇异函数展开方法
,

求得小波系数
。

然而对于 u ‘

(x
,

如
,

无法

得到类似 (2 9) 的补充定义
,

但可用奇异函数的展开方法
。

若奇点在
: 一 O

,

则奇异区间为

(s
。 , : l

〕
,

和口
” 一 l , 、)

,

针对拉普拉斯方程
,

奇异积分值可用弧长近似表示为
召

一 ‘一“, d ‘

一表)穿
‘一d ‘

一鑫{
,·

[(暴)
一

〕
一 4 + 2

罕}
(3“,

几

沙|配线

其中

径
。

, “ 一户
,

tg “一灰
,

R 为边界上
、一 。点 的曲率半

用 I〕4 和 D 6 小波
,

计算单位 圆 内 N eu m an
n 和

D ir ieh le t 问题
。

a u _ _
_
_

一
_

二
~

(l
,

口)一 e o s o
, u ( 1

,

U ) = e o s o
O”

其精确解为
: u 一 x

。

首先将单位 圆分为 8 等分
,

以后依次加以细分
,

计算到 32 等分
,

计算如图 2 所示 A
,

B
,

C
,

D 四点的
。 (二 )

,

四点的横坐标 为 。
.

:
,

纵 坐标分别为兴
,

冬
,

- - 、 - - ,
·

一
·

⋯ ” ‘

~ 一 。
’

“
- 一 ’

~
、

一
’, 刀 “ J

~ 1 6
’

8
’

图 2 简单圆域

其结果列在附表
。

对 N e u m a n n 问题
,

假定
u (o

,

0 )一 0
。z一2l一4

5 小 结

本文研讨了小波级数边界积分方程的求解
,

对于系数矩阵的计算采用积分方法
,

避

免了计算不精确
。

计算表明
,

小波级数适合于此类 问题
,

此方法可以推广应用非齐次方
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程的边界元方法和高维问题
。

附表 数值解与精确解比较

, , .

2 “ 点
D irie hle t

D 4 I) 6

N e u m a n n

D 4 I) 6 精确值

0
.

3 8 9 5

0
.

3 8 54

0
.

3 7 8 1

0
.

4 3 0 3

叮
.

4 6 4 6

0
.

4 6 4 6

0
.

4 6 4 6

0
.

4 6 7 5

0
。

4 9 0 6

0
.

4 9 0 6

0
。

4 9 0 6

0
.

4 9 0 6

C ir e le

0
.

5 1 4 0

0
.

5 0 84

0
,
4 9 83

O
。

5 7 0 8

0
.

5 0 8 0

0
.

5 0 8 0

0
.

5 0 8 0

0
.

511 2

0
.

5 0 2 8

0
.

5 0 2 8

0
.

5 0 2 8

0
.

5 0 2 8

a
〕m 是一in

0
.

3 3 5 4

0
.

3 3 2 4

0
.

3 26 8

0
.

3 6 6 3

0 4 4 1 6

0
.

4 4 1 6

0
.

4 4 1 7

0
.

4 4 4 3

0
.

4 8 3 4

0
.

4 8 3 4

0
.

4 8 3 4

0
.

4 8 3 4

0
.

4 4 8 1

0
.

4 4 3 7

0
.

4 3 5 7

0
,
4 9 2 7

0
。

4 8 8 8

0
.

4 8 8 8

0
.

4 8 8 9

0
.

4 8 8 9

0
.

4 9 7 0

0
.

4 9 7 0

0
.

4 9 7 0

0
.

4 9 7 0

0
.

5

ABC

D一A

0
.

5
BCD

0
.

5

ABCD
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