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应用分解法分析二阶锁相环路
’

罗 晖 张广发

(国防科技大学应用物理系 长沙 4 10 0 7 3)

摘 要
,

本宋介绍了一种新的非线性分析方法
—

分解法
,

并通过引入数学机械化的方

将其应用于非理想二阶锁相环路的分析
,

推导了捕捉过程中相位差
、

频率差的逼近解析

分析了环路的稳定性
,

得到了环路稳态相差
、

稳态频差和捕捉时间等参数
。
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非线性是自然界和工程中最普遍的现象
。

传统的分析方法包括定量分析方法 (如描

述函数法
、

摄动方法等 ) 和定性分析方法 (如李雅普诺夫方法等)[
’]

。

这些方法
,

或者是

在一定的附加条件下采用各种近似手段
,

或者需要很强的技巧性
,

对于强非线性行为就

显得力不从心
。

因此
,

人们开始研究用数值模拟的方法来分析非线性行为
,

并取得了一

定的成就
。

但是
,

数值模拟方法得到的只是丫些离散的数据
,

不便于定量地对系统进行
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分析和寻求一些规律性的结论
,

而且数值方法需要大量的计算机时间
,

费用大
,

有时计

算结果也并非令人满意
。

所以
,

虽然数值方法取得了很大的发展
,

人们仍一直在寻求一

种较好的逼近解析法来完成对系统动态特征的分析
。

·

近些年来发展起来的分解法一
’〕在研究非线性间题中已显示 了很大的优越性

。

该方

法不需要做任何近似处理
,

且比数值模拟方法具有更高的精度和更快的收敛性〔‘,
。

本文以非理想二阶锁相环路为例
,

具体说明了分解法的原理及其数学机械化实现
,

并

通过对所得到的结果进行分析可知
:

由于分解法在不需要任何近似的条件下直接求出非

线性微分方程的任意高精度的逼近解析解
,

因此可以实现对非线性控制系统的分析
。

1 非理想二阶锁相环路模型的建立[sj

如 图 1
,

锁相环 (PLI
J

) 是 由鉴 相 器 (PD )
、

环路 滤 波 器 (L F )
,

压控振荡器

(V CO ) 组成的相位反馈系统
。

由各部份的性质
,

我们可以得到环路的相位模型
,

如图 2
。

其中 O
,
(t )

、

氏(t )是 以 。0t 为参考的输入
、

输出相位
,

炳 是 V CO 的自由振荡频率 ; K H 为

线性化的环路高频总增益
,

单位为 1 /s ; :
代表微分算子

。

丫
‘
(t )

图 1 PL L 的方框图

8
、
(t ) 尹, 、氏( t )「一一二〕 l、卜

- 一咬咔十白叫
s in 〔」异- ~ 叫K 衬 F (‘) i万飞袭尝

6
2
(t )

,

图 2 PL L 的相位模型

由相位模型不难推导 出环路的基本方程
:

s氏(t ) + K H
·

F (s )
· 5 in 氏(t ) = : 8

:
(r) (1 )

对于非理想二阶环
,

环路采用如图 3 的无源比例

积分滤波器
,

其传递函数为
:

F (s ) =

‘ + 1/ r Z

R
,
C

R
:
(

’

‘ 十 (l / r ,
+ l / r Z

)
(2 )

、,、.产八j左
‘了、、了a = 1 / r Z

图 3 无源比例积分滤波器

夕= 1 / (r ;
+ r Z

)

F (s ) 二

令

摘”Jm纵

对于固定频率输入
:
6 ; (t )= 。。 0t + 0i (5 )
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其中 △。。

为固有频差
,

庆 为固有相差
。

d 夕
一
(z )

d t 一

则有
:

△田。
d

2
8

1
(t )

(6 )

将式 (4) 和 (6) 代入式 (l) 可得固定频率输入时非理想二阶环的基本方程
:

d
Z
次

.

‘
.

。 , _ 。 _ .

d反
下二

.

十 (卢十 入 n
. e o s优 )

·

几于 + a .

长 H
· s ln 优 一 卢△嘶

0 1 ‘ 0 1
(7 )

为了对式 (7) 进行分析
,

首先将其无量纲化
,

即引入无量纲时间
r ~ K H .t

,

且令
:

a ‘
= a / K H 召

‘
一 夕/ K H

可得无量纲化后的环路方程
:

嘿
+ ,

,

坚
+ 。。·、婴 + a , ·in、 -

U 不
一

U L U 百

月
‘公。。

K H
(8 )

2 二阶非理想锁相环模型的分析

现在
,

用分解法来求解二阶非理想锁相环路的状态方程式 (8)
:

首先
,

作变量代换
,

令 .T 一珠
,

方程 (8 )化为一阶微分方程组
:

d况 _
, ,

_
_

. ,

_
, 、 、 ,

_

_
_ _

.
,

_ _
、 ,

_

_ _
‘

~

y 一丽
,

则 几 y 分xlJ 为相位爱和狈华差
,

士是状忐

夕
‘乙叭
K H

一 夕
‘ ·

夕 一 e o s x
·
夕 一 a , s in x

, ‘ , _
_

d ~
. , _ ,

「
r . 、 , .

‘ , _ 1

二
、

_
, l. ,

_ _ 二 , . 、

二 _ _ ‘
, , .

‘ _

令异付 L 一币
,

则 乙
’

一 J
。d r ,

开特侍水幽致 工
、

y 相非软住幽敌分解
,

二 一 艺” x
。

, 一 名
” ,

, , s ‘n x 一 习“
·

A
, e o s x 一 艺”B

。

(9 )

(10 )

dx一击勿一dr
l|||少、l||L

其中 几是为了分组方便而引入的参数
,

不一定是微小量
,

取 几一 l
。

这与摄动方法有本质

的不同
。

A
, 、

B
。

是非线性函数
s in 二

、 C o s x 所对应的 A d o m ia n 多项式 [ 3 ]
。

对于一般的非线

二 _
、。 ,

.
、 _ 尸

, 、
,

一
.

、 、
‘

_
_

.

_
. , . ‘ .

~ _
二

1 出 ~

性函数 f (u )一 f〔
u 以 ) ], 其中

u ~ 山 刃 u 。 ,

其对应的 A d o m ia n 多项式
: 。

一介 二气; f 仁u( 幻」’

一 ~ ~
“ 、 一 ’ “ ‘一 、” ’ J

’

~
’ 一

篙
” 一” ’

~
,. J

一
“ J ‘ “

一
~ ~ ~ ~ ~

一

八 ~
‘ ” 1月 d 把

J ‘一 “ ’

一
, 一 。 ,

于是由式 (1 0) 可求得 A
。 、

B
,

为

一 5 In 工。

= J IC 0 s x o

B 。
= e o s x 。

B
I
- 一 x 声in x 。

AA

A
Z
- X Z ·O

一六
J ‘·‘一 B

Z
-

一
‘n X O

一

六
X ,·。一

将式 (10) 代入式 (9) 并参数化得

L艺刃x
,

一 “艺把y,,

‘
矛

艺
”y

。

一 夕
,
凸叭

K H
一 ‘

·

月
‘

习
” ,

,

一 ‘
·

(艺
‘

,

B
。

)
·

(艺‘
, ,

,
。

)一 “
· a ,

艺
”A

。

‘Jleseswewe悦Ilwewet

(1 1 )



两边取 l一
’ ,

则式 (1 1 )化为
:

一 x (0 ) + 儿
一 ’

艺
卑扎

一 y (O) + l
_ 一 ’ 月

‘乙。

K H
一 几L

一 ‘

尸
·

艺刃y
,

一 “L
一 ’

(艺
”B

”

}

(12 )

几扎
之才

。

习�
。
丫翻�1

.

|
之

,|11
、

·

(艺、多 )一 “L 一 ’al 艺沁A
。

其中 抓。)
、 y ( 0) 为初始相差和初始频差

。

令 几幂次相同的项相等
,

则可求得相差和频差的各阶解的分量
:

{x() 一 工 (0 )

{
y 。

一 , ( 。, + L 一 ’

夕
‘

乙。。

K H

才
沈

‘

1
一 ‘

J 一 ‘y 。

t夕
,
= 一 卢

‘

1
, 一 ‘

少 ,; L
一 ’

( B
。 ·

多、
) 一 口‘L

一 _ I A 。

( 13 )

一 L 一 ly 。 一 1

一
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·

L
一 ’

艺 ( B
; ·

y,,
一 1 、

) 一 al
·
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, 一 1
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、
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求解式 ( 1 3) 可得相位差和频率差的
, ,
阶通近解析解

:

、 、

一 匕山J i
‘

,

一 、、
、,

.

夕 ‘- J J 子 ( 1 4 )

c he rr au 卜等人已证明困
,

只要
, ,

足够大
,

夕一y ~ 。
,

厉一 二~ o
,

即分解法是收敛的
。

从以上的求解过程可以看到
:

用分解法求解非线性方程并不需要做任何近似
, .

且随

着阶数
, ,
的增大可以得到任意高精度的巡近解析解

。

这是以往的非线性分析方法所不具

有的优越性
,

而且它 比伏特拉 (v ol ter ra ) 函数近似法简单
、

实用
,

适合于机器推演
,

易

于达到所要求的高精 度
。

其符号推演的具体步骤为
:

( 1 ) 利用式 ( 1 0 )推导非线性函数
S irl二

、 c o s x 对应的 A d o m ia n 多项式
。

(2 ) 由式 ( 1 3) 及给定的初始相差 x ( 0) 和初始频 差 y ( 0) 求解逼近解析解的各阶分量

x
。 、

y
, , , n = 0

,

l
,

2⋯ ⋯
。

(3 ) 由式 ( 14) 求得相差
、

频差所对应的逼近解析解 汾
,

夕
。

(4 ) 为了求得环路任意长时间的行为
,

我们对逼近解析解 全
、

乡进行迭代分析
,

即从

x (0 )
, y (0 )开始

,

以 。r 为步长
,

求得 厉(。
二
)

、

夕(乙: )
。

并以此为初始值继续迭代
,

直到所

需要的时间长度
。

我们对参数为 澎 一 1 /2
,

洲~ 1 八。的非理想二阶环进行了分析
,

其中步长为 1/ 40
,

取

5 阶返近解析解
。

求得结果如下
:

初始参数为
: 二 (0 ) - 一 二

, y ( 0) 一 0
.

0 70 71
,

码、

/ K H ~ 3.

5
,

如图 4 ; 初始参数为 x (0 ) 一一 二 ,

贝0) ~ 0
.

7 07
,

由图可知
:

丝K H
一 3

.

5
,

如图 5
。

( 1) 分解法通过求得相位差和频率差的逼近解析解
,

完整地描述了捕捉过程中相差

和频差的变化
。

这使得人们对锁相环的工作过程有了更清晰
、

更细致的了解
。

(2 ) 对于同样的系统参数
,

起始频差 y ( 0) 为 0
.

7 ()7 和 0
.

7 0 7 1
,

则分别产生不同的系



统响应
。

当 y (0 ) ~ 。
.

7 07 时
,

环路铡定
,

而 y

(0 )= 。
.

707 1 时
,

环路不能锁定
。

这说明
,

分解

法具有很高的精度
,

即使是初始状 态变化

0 .0 00 1所带来的影响仍可准确地描述
。

(3) 由于在不进行任何近似的条件下已得

到了环路相位差
、

频率差的高精度逼近解析解
,

_

因此我们能精确地得到环路的捕捉时间
: r , =

25
.

1 5, (y (0) = 0
.

70 7)
。

该捕捉时间包括了频

率捕捉时间和相位捕捉时间
。

这较描述函数法

仅能给出频率捕捉时间更精确
。

(4 ) 当 y (o )= 0
.

7 0 7 时
.

环路稳定后稳态

相差 氏。 = 2 7t + 0
.

7 7 8 1 69
。

这说明非理想二阶环

对固定频率输入有稳态相差
,

而稳态频差也不

严格为 。
,

只是在 0 附近以较小的振幅来回波

动
。

当 y (0) 二 0
.

7 0 71 时
,

随着时间的增长频差

趋向于稳定的振荡
,

对应于稳定的极限圈
,

相

差将不断增长
。

这说明此时环路稳定在差拍状

态
,

不能锁定
。
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(b) 捕捉过程频率差变化

3 结 论

以上我们用分解法详细分析了非理想二阶

环的捕捉过程
,

得到了环路的稳定性
、

响应过

程
、

稳态性能等特性
。

从分析过程可知
,

分解

法能在不进行任何近似的条件下实现对非线性

锁相控制系统更细致
、

更精确的分析
。

这是以

往的分析方法所不具有的
,

也是非线性控制系

统分析所需要的
。

另外
,

数学机械化方法的引

入使分解法完全走向实用化
,

因此从这个意义
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上讲
,

用分解法来实现非线性控制系统的分析是大有作为的
。
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(c ) 相轨迹图

图 5

当然
,

该分解法作为一种新兴的数学方法
,

在理论和技巧上仍有许多值得探索的地方
。

但

是
,

正如美国著名科学家 R
.

B el lm an 所言 [s]
,

分解法是科学上的一个突破性进展
,

其重

要性迄今尚难以估量
。
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