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G
2
—连续的保凸二次 B�zier插值样条

X

方　逵　　　　　闵小平

(国防科技大学) 　　 (长沙大学)

　　摘　要　保凸插值样条曲线是计算机图形学与计算机辅助设计中的一种重要的曲线拟

合方法。本文引入二次B�zier 曲线偶,构造了一条保凸二次B�zier 插值曲线。此插值曲线具有

二阶几何连续性, 局部可调性, 且结构简单, 几何意义明显, 用户修改方便。
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Abstract　In this paper, a dual quadrat ic B�zier cur ve is int roduced, and a G
2
- Con-

tinuous convex ity pr eser ving quadrat ic B�zier interpolat ion spline is derived. The curve is

order 2 geometrical cont inuous, adjustable.
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　　B�zier 方法已成为计算机辅助几何设计(简记 CAGD)中重要的数学方法, 二次和三

次 B�zier 曲线是B�zier 方法的两种常用曲线。但是, B�zier 曲线存在两个缺点, 一是曲线

的次数随控制顶点的增加而增大,二是曲线缺乏局部性且远离控制多边形。为了避免曲线

的这种局限性, 于是产生了分段光滑连接的低次 B�zier 复合曲线, 常用的是分段二次和

三次曲线, 我们称这种曲线为 B�zier 样条曲线。特别当 B�zier 曲线通过一组给定的有序

点列时, 称该曲线为 B�zier插值样条曲线。在曲线设计中, 经常遇到这样一个问题: 当给

定的插值点是凸的, 即构成一个凸多边形, 则要求插值曲线也是凸的, 这称为保凸插值

问题, 许多作者从不同的角度构造了保凸三次 B�zier 插值样条, 他们要么是曲线不能局
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部修改
[ 1]

, 要么是必须求解多个四次的代数方程, 使问题变得复杂
[ 2- 3]
。

图1

本文引入双二次 B�zier 曲线偶构造了一条 G
2
连续

的保凸二次 B�zier 插值样条曲线, 由于二次 B�zier 曲线

是一段抛物线, 所以这类插值样条可以直接用于配有正

抛物线插补功能的绘图机或数控机床, 而不需要进行绘

图和数控加工中的所谓 “后置”处理过程, 并且光滑度

比目前普遍采用作 “后置”处理的双圆弧拟合高。因此,

这种曲线有着比三次 B�zier 插值样条曲线更多的优越

性和应用前景。设 V 0 , V 1, ⋯, V n是平面上一有序点列,

用直线段分别连接相邻两点构成一凸的控制多边形, 记为〈V 0, V 1, ⋯, V n〉, 若V 0= V n, 则

该控制多边形是闭的, 如图1所示。我们的目的是找到一曲线 R ( t) , 使它过每一型值点

V i , 且R ( t )与控制多边形有相同的凸性。

1　曲线 R( t)在 Vi处切矢的选取

　　首先定义多边形〈V 0 , V 1 ,⋯, V n〉的边矢如下:

ai= V i- V i- 1 ,　i= 1, 2,⋯, n

则 R ( t)在 V i 处的切矢定义为

T0 = t0a1 + ( 1 - t0 ) ( - a2 ) ,

Ti = t iai = ( 1 - t i) ai+ 1 ,

Tn = t nan + ( 1 - t n) ( - an- 1)

　i = 1, 2,⋯, n - 1 ( 1)　

式中0< ti< 1是切矢调节参数, 用户修改曲线时用来调整曲线在插值点处的切矢方向。

若构造的多边形〈V 0 , V 1 ,⋯, V n〉是闭的, 则 T0 , Tn可定义为

T0 = Tn = t0a1 + ( 1 - t0 ) ( - a2) ( 2)　

2　双二次 B�zier曲线偶

　　由于〈V 0, V 1, ⋯, V n〉是凸的, 根据 V i 处切矢的选取, 我们知道, 过相邻两点 V i- 1, V i

处分别以T i- 1, Ti 为切矢的切线必相交, 且交点为

Q i = V i- 1 +
ûai × Tiû
ûTi × Ti- 1ûT i- 1,　i = 1, 2,⋯, n ( 3)　

图2

易知Q i 在多边形〈V 0, V 1 ,⋯, V n〉的外侧, 且新的多

边形〈V 0 , Q 1, V 1 ,⋯, V n- 1, Qn , V n〉仍然是凸的。我们

在 V i- 1, V i 之间构造一段双二次 B�zier 曲线偶 R i

( t ) = {R i1 ( t ) , R i2( t ) } , 0≤t≤1. R i1( t) , R i2 ( t )都是

二次 B�zier 曲线段, R i1 ( t )与 R2i ( t )是 G
2
连接的,

且凸性与三边形 V i- 1QiV i 一致。因此, 我们称 R i ( t)

为双二次 B�z ier 曲线偶。接下来我们定义这个双二

次 B�zier 曲线偶(见图2)。令:
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C i = KiV i- 1 + ( 1 - Ki) Q i

D i = KiV i + ( 1 - Ki ) Qi

P i = liC i + ( 1 - l i) D i

( 4)　

其中 i= 1, 2, ⋯, n, 0< Ki , l i< 1是待定常数。

设 R i1 ( t) , R i2 ( t)的 B�zier 点分别是 b
k
ij ( i= 1, 2,⋯, n; j= 0, 1, 2, k= 1, 2) , 则定义

b
1
i0 = V i- 1 , b

1
i1 = C i, b

1
i2 = P i

b
2
i0 = P i , b

2
i1 = D i, b

2
i2 = V i

( 5)　

于是双二次 B�zier 曲线偶为

R i( t ) :

R i1( t ) = 6
2

j= 0
b

1
ijB j , 2 ( t) ,　0≤ t≤ 1

R i2( t ) = 6
2

j= 0
b

2
ijB j , 2 ( t) ,　0≤ i≤ 1

( 6)　

式中B j , 2( t) = C
j
2 t

j
( 1- t)

2- j
是二次 Bernstein 基函数。设由双二次 B�zier 曲线偶 R i ( t)组成

一条复合曲线 R( t ) , 由构造的方法易知 R( t )是 C
1
连续的和保凸的。我们期望 R ( t )是一

条具有二阶几何连续的保凸插值样条曲线。

3　R( t) G
2连续的证明

　　根据( 5)、( 6)式及 B�zier 曲线的端点性质
[ 3] , 求得:

R
′
i1( t ) = - 2( 1 - t ) V i- 1 + 2( 1 - 2t ) Ci + 2tP i

R
″
i1( t ) = 2V i- 1 - 4C i + 2P i

R
′
i2( t ) = - 2( 1 - t ) P i + 2( 1 - 2t ) D i + 2tV i

R
″
i2( t ) = 2P i - 4D i + 2V i

从而可得:

　

　

　

　　　　　　

R
′
i1 ( 0) = 2V i- 1C i= 2( 1- Ki) V i- 1Q i

R
″
i1 ( 0) = 2Ki( 1- li ) ai- R

′
i1( 0)

R
′
i1 ( 1) = 2C iP i= 2Ki ( 1- Ki) a i

R
″
i1 ( 1) = R

′
i1 ( 1) - ( 1- Ki ) V i- 1Q i

( 7)　

同理有

　

　

　

　　　　　　

R
′
i2( 0) = 2l iKiai

R
″
i2( 0) = 2( 1- Ki) Q iV i- R

′
i2( 0)

R
′
i2( 1) = 2( 1- Ki) Q iV i

R
″
i2( 1) = R

′
i2( 1) - 2l iKiai

( 8)　

于是易得R i( t )在 V i- 1 , V i 处的曲率矢:

K i( 0) =
R
′
i1 ( 0) × R

″
i1 ( 0)

ûR′i1 ( 0) û3 =
Ki ( 1 - li ) ( V i- 1Qi × ai

2( 1 - Ki ) 2ûV i- 1Qiû3

K i( 1) =
R
′
i2 ( 1) × R

″
i2 ( 1)

ûR′i2 ( 1) û3 =
l iKi( ai × Q iV i )

2( 1 - Ki) 2ûQ iV iû3

( 9)　

而 R i ( t)在其内部 G
2连续的充要条件是在连接点处有相同的曲率矢, 由( 7)式和( 8)式代

入曲率矢公式得:
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( 1- Ki) V i- 1Q i×a i

2K2i ( 1- l i) 2ûaiû3 =
( 1- Ki) ai×Q iV i

2l iK2
iûa iû3

由于矢量Qi- 1Qi×ai 与 ai×QiV i同向, 故上式等价于

1
( 1 - l i)

2 =
1
l
2
i
,　i = 1, 2,⋯, n ( 10)　

求解 l i 得:

li = 1/ 2, 　i = 1, 2,⋯, n ( 11)　

从上式可知: 只有选取 li= 1/ 2才能保证 R i ( t)在其内部是 G
2
连续的, 要使 R i ( t)与〈V 0,

V 1 ,⋯, V n〉的凸性一致, 还必须满足条件: 0< Ki< 1, 下面由R ( t )的 G 2连续性来选取满足

上述条件的 Ki .
上面已经证明了双二次 B�zier 曲线偶内部是 G 2连续的。因此要证明 R( t)是 G2连续

的充要条件是 R i( t )与 R i+ 1 ( t)在连续点 V i 处有相同的曲率矢, 即

K i+ 1( 0) = Ki ( 1) ,　i= 1, 2,⋯, n- 1

将( 9)式代入( 11)式得到:

Ki+ 1( 1 - l i+ 1) V iQi+ 1× ai+ 1

2( 1 - Ki+ 1 ) ûV iQ i+ 1û3 =
l iKiai × QiV i

2( 1 - Ki ) ûQiV iû3 ( 12)　

从图1知: V iQi+ 1×ai+ 1与 ai×QiV i同向, 故上式等价于

Ki+ 1( 1 - l i+ 1)
2( 1 - Ki+ 1)

ûV iQ i+ 1 × ai+ 1û
ûV iQ i+ 1û3 =

l iKi
( 1 - Ki) 2

ûai × Q iV iû
ûQ iV iû3 ( 13)　

令 A i=
ûa i×Q iV iû
ûQiV iû3 ,　B i=

ûV iQ i+ 1×ai+ 1û
ûV iQ i+ 1û3

则( 13)式化为　　　
Ki+ 1

( 1- Ki+ 1 )
2B i=

Ki
( 1- Ki ) 2A i ,　i= 1, 2,⋯, n- 1

求解舍去负根得:

Ki+ 1 =
2

ki( k 2
i - 4) 1/ 2

ki = 2 +
( 1 - Ki) 2

Ki
B i

A i

,　i = 1, 2, ⋯, n - 1 ( 14)　

上式是 Ki 的递推公式, 只要选取初始的0< K1< 1, 则由( 14)式可递推求得0< Ki+ 1< 1( i=

1, 2,⋯, n- 1)。到此我们已经证明了 R ( t)是 G
2
连续的和保凸的。

如果 V 0= V n, 则需要构造闭曲线, 而闭曲线 R ( t)在 V 0处一般是 C
1
连续的, 若要使

它达到 G2连续, 则可用迭代法求解非线性方程组( 12)求得所有的Ki ( i= 1, 2,⋯, n) , 也可

用增加一个型值点的方法解决。这里不详细讨论。

4　计算步骤

　　( 1)　计算边矢

For i÷= 1 to n do

ai= V i- V i- 1

( 2)　从( 1)式计算切矢
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if ( V 0= V n) then

T0= Tn= t 0 a1+ ( 1- t0 ) ( - a i)

else

　　　　　　T0= t 0a1+ ( 1- t0 ) ( - a2) ,

　　　　　　Tn= tnan+ ( 1- tn) ( - an- 1 ) ,

for i= 1 to n- 1 do

　　　　　　Ti= tia i+ ( 1- t i) ai+ 1 ;

( 3)　由( 3)式计算 Q i

for i÷= 1 to n do

Qi= V i- 1+
ûai×Tiû
ûTi- 1×TiûTi- 1 ;

( 4)　从( 13)式计算 A i , B i

for i= 1 to n- 1 do

A i=
ûai×Q iV iû
ûQ iV iû3 , 　B i=

ûQiV i+ 1×aiû
ûV iQi+ 1û3 ;

( 5)　从( 14)式计算 Ki , ( 11)式计算 l i

置初值 Ki∈( 0, 1)

for i= 1 to n- 1 do

ki= 2+
( 1- Ki ) 2

Ki
B i

A i
,　Ki+ 1=

2
ki+ ( k 2

i- 4) 1/ 4

图3

for i= 1 to n do

l i= 1/ 2

( 6)　从( 4)式, ( 5)式计算出所有 B�zier 点;

( 7)　从( 6)式画图,结束。

例　给定八个有序点列 V 0, V 1, ⋯, V 8构成一凸

的闭多边形, 用本文的算法绘制了一条 G
2
连续的

保凸闭曲线, 如图3所示。
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