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序统计滤波器的一些特性
X

高　政　戴　斌

(国防科技大学自动控制系　长沙　410073)

　　摘　要　本文分析了序统计滤波器的特性, 并提出了它的几个统计特性。给出了输出信

号的解析表达。并着重分析了它的联合分布,从而对输出信号的独立性进行了一定的描述。这

为滤波器的设计提供了理论依据。
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Some Properties of Order-Statistic Filters

Gao Zheng　Dai Bin
( Department of Automat ic Control , NU DT , Changsha, 410073)

Abstract 　 In this paper, several stat ist ic propert ies of o rder-stat ist ic fit lters

( OSF) have been proposed, and some pr opert ies of OSF have been analy sised. T he w ell-

analy tic dist ribut ion funct ions o f OSF'output have been g iven. It is our major w or k to

analy se the joint dist ribut ions of OSF'output . T he independence o f OSF'output has been

discribed. All the analysis of fers an analy tic tool to pro cess the no isy images.

Key words　order -stat istic filter, stat ist ic analysis, dist ribut ion funct ion, edge detec-
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　　序统计滤波器 Order-Stat ist ic F ilter 的统计特性分析非常重要
[ 2] , [ 4] , [ 5]

. 但现有文献

给出的输出分布函数解析度不高,而且缺乏对联合分布的分析,甚至错误地认为独立同分

布(简称 i. i. d. )信号通过非线性滤波器仍能得到 i. i. d. 信号( [ 4] , property 11)。这样容易

让人误以为级联的非线性滤波器的分析十分简单。针对以上情况,本文给出了较[ 5]解析

程度更高的分布函数, 并对其联合分布进行了分析。在这个基础上,对输出信号的独立性

进行了一定的探讨。
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1　序统计滤波器简介

出于数字处理的考虑, 我们一般把论域取为 Z
n ,这里 Z为整数集合,对于图像处理而

言, n= 2.出于对机器字长的考虑,可认为函数的值域是离散有界的, 即 G= { 0, 1, 2, ⋯,

M } ,M 通常为 255.　令 F= G
Z
n

　即所有 f∶Z
n→G　的集合。

设 f∈F, AA Z
n且A 是有限集,则函数 f 的以A 为模板的 r 阶序统计函数用OS

r ( f ,

A )来表示,P x∈Z
n , OS

r ( f , A ) ( x )等于重集{ f ( y )∶y∈A x }的第 r 大值。

记为: OS
r ( f , A ) ( x ) =

$

r
th{ f ( y )∶y∈A x } ( 1)

这里A x 为集合 A 关于 x 的平移: A x= { x+ y∶y∈A }

为了说明序统计滤波器的阈值可交换性,文献[ 1]引入二值序统计滤波器的概念。

设　A , BA Z
n
; V 为 B 的特性函数,即 VB ( x ) =

1　x∈B

0　x | B
( 2)

显然特性函数唯一地决定了一个 Z
n
的子集, B 的以 A 为模板的二值 r 阶统计用

BOS
r ( B , A )来表示, 它的特性函数规定为 X BOSr (B ,A )= OS

r ( VB, A ) ( 3)

容易得到 BOS
r
( B, A )的另外一个等效定义　BOS

r
( B , A ) = { x∶ûB∩A xûE r } ( 4)

û·û表示集合的基数, 对于 Z
n中的有限集合, ûA û表示集合A 的点数。

设 f∈F, t∈G, f 的 t位截集 X t( f )定义为: X t ( f ) = { x∶f ( x ) > t} ( 5)

这里X t( f )的定义与文献[ 1]上的有所不同, 这是为了以后的分析方便。下面我们证

明,虽经如此定义,序统计滤波器仍具有阈值可交换性。

性质 1　X t[ OS
r
( f , A ) ] = BOS

r
[ X t ( f ) , A ] ( 6)

证明　P x∈Z
n, x∈X t [ OS

r ( f , A ) ] Z OS
r ( f , A ) ( x ) > t

Z r
th
{ f ( a)∶a∈A x } > tZ ûx t( f )∩A xûE r Z x∈BOS

r
[ X t( f ) , A ] 证毕。

2　序统计滤滤器的统计分析

下面我们对序统计滤波器的统计特性进行分析。当一定的信号模型通过滤波器时,我

们需要分析输出信号的统计特性,以便分析滤波器在噪声干扰情况下的表现。

在以下的分析中,我们假定序统计滤波器的输入信号 f 为 i. i. d. 信号, 即P x 1 , x 2,

⋯, x n∈Z
n ,随机变量 f ( x 1) , f ( x 2 ) ,⋯, f ( x n )相互独立,且具有相同的分布函数

Fx1 ( t) = Fx 2( t ) = ⋯ = Fxn ( t) = F( t ) ( t∈ G, ) ( 7)

其中, Fx ( t ) = P r{ f ( x )F t }　　P r{·}表示事件的概率 ( 8)

性质 2　序统计滤波器的输出 g= OS
r
( f , A )也是同分布信号, 且

G( t ) = ∑
r- 1

i= 0
C

i
N ( 1 - F( t ) ) i( F ( t) ) N - i,　这里 N = ûA û ( 9)

证明

Gx ( t) = P r{g( x ) F t } = P r{ x | X t ( g) = BOS
r [ X t ( f ) , A ] }

= P r{ûX t ( f ) ∩A xû< r } = P r{∨
r- 1

i= 0
ûX t( f ) ∩ A xû= i} (其中∨表示命题的“或”)

= ∑
r- 1

i= 0

P r{在 A x 中恰好有 i个点属于 X t( f ) }
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= ∑
r- 1

i= 0

C
i
N P r{A x 中某 i个特定的点属于 X t ( f ) , 另外 N - i个点不属于 X t( f ) }

= ∑
r- 1

i= 0
C

i
N ( 1 - A) i

( A) n - i
　( A为任一点不属于 X t ( f ) 的概率,

　　　　i . e.　A= P r{ y | X t( f ) } = P r{ f ( y ) F tû} = F( t ) )

= ∑
r- 1

i= 0
C

i
N ( 1 - F( t ) )

i
( F( t ) )

N - i

　　可见G x( t )与 x 无关,可统一写成 G( t ) . 证毕。

下面我们通过分析输出信号的联合概率分布函数,来分析其统计性质。

设 Gx
1
, x

2( t 1, t2 )表示输出信号g 在 x 1, x 2点上的联合概率分布函数:

Gx 1, x2( t 1, t 2) = P r{g( x 1 ) F t 1∧ g( x 2 ) F t2} ( 10)

我们有:

Gx1, x 2( t1 , t2 ) = P r{g ( x 1) F t1 ∧g ( x 2 ) F t 2}

= P r{ x 1 | X t
1
( g ) ∧ x 2 | X t

2
( g ) }

= P r{ûX t
1
( f ) ∩ A x

1
û< r ∧ ûx t

2
( f ) ∩ A x

2
û< r }

= P r ∨
r- 1

i= 0
ûX t

1
( f ) ∩ A x

1
û= i ∧ ∨

r- 1

i= 0
ûX t

2
( f ) ∩ A x

2
û= j

= P r ∨
r- 1

i= 0
∨
r- 1

j= 0
ûX t

1( f ) ∩ A x
1û= i∧ ûX t

2 ( f ) ∩ A x
2û= j

= ∑
r - 1

i= 0
∑
r- 1

j= 0
P r ûX t

1 ( f ) ∩ A x
1û= i ∧ ûX t

2( f ) ∩A x
2û= j ( 11)

进一步研究不同的情况,我们可以得到:

性质 3　当 A x
1
∩A x

2
= Á 　时, 即 x 1 , x 2 之间的距离大于模板的尺寸时, 随机变量

g( x 1 ) , g ( x 2)相互独立。

证明　

P r ûX t
1
( f ) ∩ A x

1
û= i ∧ ûX t

2
( f ) ∩ A x

2
û= j

= P r{A x
1
中恰有 i点属于 X t

1
( f ) 且 A x

2
中恰有 j 点属于 X t

2
( f ) }

= C i
NC j

NP r{A x
1
中有某 i个确定的点属于 X t

1
( f )

　　　　且 A x
2
中有某 j 个确定的点属于 X t

2
( f ) }

= C i
NC j

N ( 1 - A) iAN - i( 1 - B) jBN - j

　　(其中: A= P r{ y | X t1 ( f ) } = P r{F( y ) F ti } = F ( t1 )

　　　　　B = P r{ y | X t
2
( f ) } = P r{F( y ) F t2} = F( t 2) )

= C i
NC j

N ( 1 - F ( t1 ) ) i
F ( t1 ) N - i( 1 - F ( t2 ) ) j

F( t 2) N - j

代入( 11)式得: Gx 1, x 2( t 1, t2 ) = Gx1( t 1) Gx 2( t 2) ( 12)

即当A x 1∩A x2= Á 时, g ( x 1) , g( x 2 )相互独立。 证毕。

性质 4　当 t 1= t 2= t, A x
1
∩A x

2
= Á 时,

Gx
1
, x

2
( t1 , t2 ) = ∑

r- 1

i= 0
∑
r - 1

j = 0
∑

min( i, j , M)

k= 0
Ck

MC i- k
N - MC j - k

N - M ( 1 - F( t ) ) i+ j - k
F( t ) 2N - M- i- j+ k ( 13)

(其中:M = ûA x
1∩A x

2û) , 且 g( x 1 ) , g( x 2)不一定相互独立。

证明　

P r ûX t1( f ) ∩ A x 1û= i ∧ ûX t2 ( f ) ∩ A x2û= j
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= P r{ ∨
min( i, j , M)

k= 0
[ A x

1 ∩ A x
2 中恰有 k 个 X t( f ) 的点] ∧

[ A x
1
/ A x

2
中恰有 i - k 个 X t( f ) 的点] ∧ [ A x

2
/ A x

1
中恰 有 j - k 个 X t ( f ) 的点] }

= ∑
min( i, j , M)

k= 0
P r{ [ A x

1
∩ A x

2
中恰有 k 个 X t( f ) 的点] ∧

[ A x
1
/ A x

2
中恰有 i - k 个 X t( f ) 的点] ∧ [ A x

2
/ A x

1
中恰 有 j - k 个 X t ( f ) 的点] }

= ∑
min( i, j , M)

k= 0
Ck

MC i- k
N - MC i- k

N - MP r{ [ A x
1
∩ A x

2
中某 k 个确定的点属于 X t( f ) ] ∧

[ A x
1
/ A x

2
中某 i - k 个确定的点属于 X t ( f ) ] ∧ [ A x

2
/ A x

1
中某 j - k 个确定的点属于

X t ( f ) ] }

= ∑
r - 1

i= 0
∑
r- 1

j= 0
∑

min( i, j , M)

k= 0

Ck
MC i- k

N - MCj - k
N - M ( 1 - F ( t) ) i+ j - k

F( t) 2N - M- i- j + k 证毕。

可见,当 M = 0时,式( 12)成立。否则很容易举出等式不成立的反例。这样一来,分析序统

计滤波器的级联的统计特性成了十分困难的事情。

性质 5　当 t 1> t 2, A x
1
∩A x

2
≠Á 时,我们可以得出 Gx

1
, x

2
( t1 , t2 )的上下界:

Gx
1
, x

2
( t2 , t2 ) F Gx

1
, x

2
( t1 , t2 ) F Gx

1
, x

2
( t1, t 1) ( 14)

证明　由于 X t
1
( f ) < X t

2
( f ) ,有

Gx
1
, x

2
( t1 , t2 ) = P r{ x 1 | X t

1
( g)∧x 2| X t

2
( g) }E P r{ x 1| X t

2
( g )∧x 2 | X t

2
( g) } ,

同时G x1, x2 ( t1 , t2) F P r{ x 1| X t1( g )∧x 2 | X t1 ( g) } , 故可以得出 Gx1, x2 ( t1 , t2)的上下界:

P r{ x 1| X t
2
( g)∧x 2 | X t

2
( g) }F Gx

1
, x

2
( t1 , t2 )F P r{ x 1| X t

1
( g )∧x 2 | X t

1
( g) } 证毕。

　　t1< t2 情况下的分析是类似的。

3　结论

以上我们分析了序统计滤波器的若干特性,并提出了它的一些统计分析结果。序统计

滤波器的输出信号的分布函数具有良好的解析表达,但是它的输出信号的独立性是有条

件的。另外它还可用VLSI并行实现, 造价也十分低廉。作为一种非线性的滤波器,它能够

达到线性滤波器所达不到的某些效果。它比线性滤波器更具有局部性。
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