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先验信息下的改进主成分估计
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摘　要　对于线性模型 Y = X C + E, E(E) = 0, Cov( E, E) = R2I , 在先验信息 ( E(C) = 0,

Cov (C , C) = R20I ) 下, 本文给出主成分个数的一种更合理取法, 并提出了一种改进的主成分

估计。文中证明了该估计是可容许估计, 且在 “平均”均方误差意义下, 优于最小二乘估计,

亦优于主成分估计。
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Improved Principal Components Estimate

under Prior Information

Hu Qing Jun
( Department o f Systems Engineering and Maths, NUDT, Changsha, 410073)

Abstract With r egard to the linear model

Y = X C + E, E ( E) = 0, Cov ( E, E) = R2I
po ssessing the prior information: E ( C) = 0, Cov ( C, C) = R20I , T his art icle gives a best

method of select ing the principal components' numbers in the principal components esti-

mate and presents an improved principal components est imate. Theoret ically, w e prove

that the improved estimate is adm issible amd that it is marked much let ter than Least

Squar e Est imate and is bet ter than the principal components est imate in a sense o f“aver-

age”erro r o f mean square. Simulation verif ies the inference above.

Key words linear model, prior information, improved pr incipal components estimate,

adm issible, “average”er ror of mean square.

考虑线性模型
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Ym×1 = XCn×1 + Em×1 ( 1)

E( E) = 0, Cov( E, E) = R2I ( 2)

其中Y 为观测数据, E为不可观测的随机误差向量, R2为误差方差且未知, X 为已知的设

计矩阵且列满秩, C为待估参数向量且具有先验信息 (其中 R20已知)

E( C) = 0, Cov ( C, C) = R20I ( 3)

最小二乘估计 C
∧
L S
是参数 C的线性无偏估计类中的最优估计, 但当 X “病态”严重时, 由

于 C
∧
L S的方差太大, C

∧
L S不再是C 的良好估计。于是相继提出了多种有偏估计 (诸如主成

分估计、岭估计等)
[ 1、2]

, 旨在减少估计的均方误差以达到估准参数C 的目的。主成分估

计是 1965年文[ 1]提出的一种有偏估计方法, 在处理实际问题中颇受推崇。但主成分估计

有两方面是值得改进的: 其一, 主成分个数的选取[ 2]问题; 其二, 主成分估计是过分地压

小随机误差 E的方差而增大估计的偏差。
本文在先验信息 ( 3) 下, 首先解决了主成分个数的选取问题, 并提出一种改进的主

成分估计, 在 “平均”均方误差意义下, 此估计优于主成分估计。

1　记号和基本引理

在模型 ( 1) ～ ( 3) 下, 记

C
∧

LS
= ( X øX ) - 1

XøY ( 4)

R
∧
2 = Yø( I - PX ) Y / (m - n) ( 5)

PX = X ( XøX ) - 1
X ø, PøP = I

PøXøXP = + = diag (K1, ⋯, Kp , Kp + 1, ⋯, Kn)
A= (A1 ,⋯, An ) ø= PøC ( 6)

+ 1 = diag( K1, ⋯, Kp ) , + 2 = diag (Kp+ 1 ,⋯, Kn)
K1≥⋯≥ Kp > Kp + 1≥⋯≥ Kn > 0 ( 7)

C
~ PC = P

+- 1
1

0
PøX øY ( 8)

C
~MPC

( r ) = P
+- 1
1

( + 2 + rI )
- 1 PøXøY ( 9)

其中 r> 0为待定常数。注意到 C
∧
L S
即为 C 的最小二乘估计, C

~PC
为主成分估计。

引理 1　在模型 ( 1)、( 2) 下, 则

1) C
∧
L S
= P+ - 1

PøX øY = P
+ - 1

1

+ - 1
2

PøX øY ( 10)

E‖C
∧
L S - C‖2 = 2

n

i= 1
( R2 /Ki ) ( 11)

2) C
~ PC

= P
I p

0
PøC + P

+- 1
1

0
PøXøE ( 12)

‖E( C~ PC) - C‖2 = 2
n

i= p + 1
A2i ( 13)
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tr [ Cov( C
~PC

, C
~PC

) ] = 2
p

i= 1
( R2/Ki) ( 14)

E‖C
~ pc - C‖2 = 2

p

i= 1
( R2 /Ki ) + 2

n

i= P+ 1
A2i ( 15)

3) E‖C
~MPC

( r ) - C‖
2
= 2

p

i= 1
( R2 /Ki ) + 2

n

i= p + 1
[ ( R2Ki + r

2A2i ) / ( Ki + r )
2
] ( 16)

　　引理 2　对于模型 ( 1)、( 2) , A 是n阶常数矩阵, 在均方损失函数下, 则A C
~ L S
为C

的可容许估计的充要条件是下式成立:

A ( X øX )
- 1
A ø≤ A ( XøX )

- 1
.

　　引理 3　在模型 ( 1) ～ ( 3) 下, 则

Ec( E‖C
~ PC - C‖2 ) = 2

p

i= 1
( R2 /Ki) + ( n - p ) R20 ( 17)

此处 “Ec”表示关于先验信息 C对 E‖C
~PC- C‖

2求期望, 即求 “平均”均方误差, 以下

类同。

引理 1、3易直接验证, 引理 2参见 [ 3]。

从 ( 12) ～ ( 5) 式可见, 若主成分个数 p 取得少, 这时虽然 C的估计 C
~ PC
的方差小,

但其偏差平方和 2
n

i= p+ 1
A2i 将偏大; 反之, 偏差平方和虽小, 但当小特征值 Ki 较多时, 方差将

迅速增大; 再者, 均方误差还与 R2、A2i 密切相关。这就是说, 在主成分估计中, 主成分

个数的选取不仅要考虑特征根 Ki , 而且要顾及到 R2、A2i 的大小对估计的影响。结合 ( 8)、

( 10) 式, 可见, 偏差平方和 2
n

i= p + 1
A2i 是由

+ - 1
1

+ - 1
2

换成
+ - 1

1

0
所造成的, 即由 + - 1

2 换

成零矩阵造成的。这显然不够合理, 特别是 + 2中的前几个对角元 Kp + 1, ⋯。那么, 一个

自然的想法是考虑形如 ( 9) 式的估计 C
~M PC

( r )。下面讨论主成分个数选取问题及形如

( 9) 式估计的 r 确定问题。

2　主成分个数的合理选取

在 “平均”均方误差最小意义下, 主成分个数的最优选取准则就是: 确定个数 p 使

( 17) 式关于 p 达到最小。注意到 ( 7) 式特征根 Ki 的大小顺序, 使 ( 17) 式达最小又等

价于确定 p , 使 ( 7) 式满足

Kp+ 1≤
R2

R20 < Kp ( 18)

在实用中用 ( 5) 式 R
∧
2估计 R2 , 因此 ( 18) 式改为

Kp + 1≤ R
∧
2
/ R20 < Kp ( 19)

若上式成立, 则取 + 1= diag (K1, ⋯, Kp ) , 就得到主成分估计 ( 8) 式。这就是在先验信

息 ( 3) 下, 主成个个数的最优选择准则。

3　改进主成分估计

定理 1　在模型 ( 1) ～ ( 2) 下, 对任给定的常数 r> 0, 则 ( 9) 式C
~MPC

( r) 是C 的

可容许估计。
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证明　由 ( 9)、( 10) 式知, C
~MPC

( r) = A·C
∧
L S
, 其中

A = P
+ - 1

1

( + 2 + rI ) - 1

+ 1

+ 2

Pø= P
I p

( + 2 + r I ) - 1+ 2

Pø

易直接验证有

A ( X øX ) - 1
A ø= P

+- 1
1

( +2 + r I )
- 2+2

Pø

A ( XøX ) - 1 = P
+ - 1

1

( + 2 + rI ) - 1
Pø

故

A ( X øX ) - 1 - A ( XøX ) - 1
A ø= r õP

0

( + 2 + rI ) - 2
Pø≥ 0

即有 A ( Xø X )
- 1
A ø≤A ( Xø X ) - 1。由引理 2知, C

~M PC ( r) 是 C 的可容许估计。(证

毕)。

引理 4　在模型 ( 1) ～ ( 3) 下, 则

f ( r )≡ Ec( E‖C
~MPC

( r) - C‖
2
)

= 2
p

i= 1
( R2 /Ki ) + 2

n

i= p + 1
[ ( R2Ki + r

2R20) / (Ki + r )
2
] ( 20)

　　定理 2　条件同引理 4, 则 f ( r) 的最小值点为 r
∧

= R2/ R20 , 即 f ( r
∧

) =
minf ( r )
r≥0 。

且

f ( r
∧

) = 2
p

i= 1
( R2/Ki) + 2

n

i= p+ 1
[ R2 / (Ki + R2/ R20 ) ] ( 21)

　　由引理 1及 ( 3) 式得引理 4。对 f ( r) 关于 r 求导可得定理 2 (略)。

这样就得到了形如 ( 9) 式估计的最优 r 选取方法。记

C
~MPC = P

+ - 1
1

( + 2 +
R2

R20 õ I )
- 1

PøX øY ( 22)

本文称 C
~MPC为在先验信息 ( 3) 下参数 C的改进主成分估计。其中 K1 , ⋯, Kp , Kp + 1, ⋯,

Kn 满足 ( 7) 和 ( 18) 式, 由 ( 16) 及 ( 21) 式, 则有

E‖C
~MPC - C‖2 = 2

P

i= 1

R2

Ki + 2
n

i= p + 1

R2Ki + R4

R4 õA
2
i

( Ki + R2

R2 )
2

( 23)

Ec( E‖C
~MPC

- C‖
2
) = 2

p

i= 1

R2

Ki + 2
n

i= p + 1

R2

Ki + R2

R20

( 24)

　　定理 3　在模型 ( 1) ～ ( 3) 下, 则

Ec( E‖C
~MPC - C‖2 ) - E‖C

∧
LS - C‖2 = - R42

n

i= p + 1
　　

1
Ki(KiR20 + R2 ) ( 25)

Ec( E‖C
~MPC - C‖2 ) - Ec( E‖C

~P C - C‖2) = - R402
n

i= p+ 1
　　

Ki
KiR20 + R2 ( 26)
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在 “平均”均方误差越小越好的意义下, 由 ( 25)、( 26) 式知, 当 X ø X “病态”严重,

或者说 X ø X 有很小的特征根 Ki (即 Ki< < R2/ R20) 时, 有

Ec( E‖C
~MPC

- C‖
2
) < < E‖C

∧
L S
- C‖

2

Ec( E‖C
~MPC - C‖2 ) < Ec( E‖C

~ PC - C‖2)

　　以上说明, 改进主成分估计 C
~M PC与 C

∧
L S相比, 大大提高了参数估计的精度, 且优于主

成分估计 C
~P C
。实用中用 R

∧
2
估计 R2, 由 ( 22) 式得到在先验信息 ( 3) 下的改进主成分估

计, 仍记为

C
~MPC = P

+ - 1
1

　( + 2 +
R
∧
2

R20 õ I )
- 1

PøX øY ( 27)

其中 K1 , ⋯, Kn 满足 ( 19) 式, P, + 1, + 2记号同前。

4　模拟计算

针对某问题的工具误差系数模型符合 ( 1) ～ ( 3) 的假设, X 为 m×n (其中m= 6000,

n= 36) 的已知设计矩阵, “病态”严重, X 'X 的最小特征根约为0. 5×10- 6, 而 R
∧
2≈39,

R20 = (
1

2. 7
)
2
。下面对 C 取仿真值, 用模拟随机数组 E及已知的 X , 形成模型 ( 1) ～

( 3) , 作有偏估计的模拟计算, 用两种准则来衡量改进主成分估计 C
~MPC的模拟结果。

准则1: 估计值C
~ 与仿真值C 的误差平方和‖C

~- C‖
2
及相对误差平方和‖C

~- 　　

C‖
2
/‖C‖

2
越小越好。

准则 2: 仿真值 C 的分量 Ci 与估计值 C
~

i ( i= 1, 2, ⋯, n) 满足不等式

0. 5 < C
~
i / C i < 2 ( 28)

的个数越多表明该估计方法越好 [ 4]。

具体做法: 对于给定的 R20, 取 C～N ( 0, R20I ) 为 C 的仿真值, 取 E～N ( 0, R2I ) 为
随机误差数组 (对给定的 R2) , 形成模型 ( 1) ～ ( 3) , 再求各种有偏估计。今做了大量

的模拟计算, 仅给出部分模拟结果。表 1是一组仿真值及对应的估计值, 表 2列出了多

次模拟计算的各种估计的误差平方和、相对误差平方和及满足不等式 ( 28) 式的个数。

从模拟结果看, 改进主成分估计明显优于最小二乘估计, 且优于主成分估计。
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表 1　一组仿真值 C 的有偏估计 (取 C～N ( 0, 102·I ) , E～N ( 0, I ) )

序号 C
∧
LS 真值 C C~MPC C~PC 序号 C

∧
LS 真值 C C~MPC C~PC

1 - 3. 28 - 1. 690 - 2. 002 - 1. 723 19 18. 2 22. 343 3. 527 2. 940

2 - 8. 52 - 9. 253 - 8. 933 - 9. 092 20 - 272. - 4. 480 - 3. 904 - 2. 856

3 - 3. 40 - 4. 974 - 4. 856 - 4. 959 21 0. 369 - 5. 187 - 8. 636 - 9. 503

4 20. 9 17. 485 17. 071 14. 849 22 - 3. 72 - 6. 430 - 6. 497 - 6. 642

5 - 11. 1 - 10. 748- 10. 905- 10. 799 23 6. 19 3. 940 4. 308 4. 428

6 - 22. 4 - 22. 361- 22. 258- 22. 247 24 29. 2 28. 401 28. 641 28. 474

7* - 37. 4 - 14. 771- 14. 492 0. 339 25 - 21. 2 - 21. 093- 21. 105- 21. 077

8 - 10. 3 - 10. 717- 10. 510- 10. 638 26 - 5. 10 0. 649 - 2. 929 - 1. 755

9 - 6. 71 - 7. 979 8. 455 11. 121 27 - 11. 3 - 8. 150 - 1. 072 1. 053

10 - 7. 43 - 4. 757 - 4. 522 - 4. 385 28 - 72. 8 1. 184 1. 008 1. 451

11 - 43. 3 - 9. 022 - 6. 401 - 5. 285 29 2. 12 3. 494 3. 197 3. 726

12 12. 3 13. 392 12. 955 13. 286 30 7. 62 7. 587 7. 828 7. 975

13 66. 0 14. 264 16. 839 18. 834 31 - 13. 4 - 14. 704- 12. 412 - 12. 90

14* 7. 20 - 1. 227 - 2. 192 - 2. 649 32 17. 5 17. 460 17. 461 17. 461

15 976. - 4. 784 - 1. 845 - 1. 798 33 1. 80 1. 587 1. 222 0. 836

16 6. 70 - 5. 407 - 6. 546 - 7. 017 34 8. 98 9. 046 8. 976 8. 966

17 10. 2 9. 699 9. 982 9. 823 35 21. 7 21. 746 21. 737 21. 737

18* - 50. 7 - 18. 115- 14. 308 - 6. 907 36 - 4. 67 - 5. 474 - 5. 481 - 5. 505

误差平方和‖C
~- C‖2 1. 04×106 744. 7 1266. 9

相对误差平方和‖C
~- C‖2/‖C‖2 190. 0. 136 0. 231

1
2
< C~i/ Ci < 2的个数 25 31 28
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表 2　不同 C 及 E时各种估计的误差模拟结果 ( C～N ( 0, R20I ) , E～N ( 0, R2I )

‖C
~
- C‖2 ‖C

~
- C‖2

‖C‖2

1
2
<

c~i
ci
< 2

的个数

仿
真
值
C

R0 R C
∧
LS C

~MPC C
~PC

C
∧
L S C

~MPC C
~PC

C
∧
LS C

~MPC C
~PC ‖C‖2

1
2. 7

0. 01 496. 0. 858 0. 874 135. 0. 233 0. 238 26 30 30 3. 678

1
2. 7

1. 9. 1×105 2. 041 2. 054 1. 94×105 0. 434 0. 437 9 22 20 4. 703

1
2. 7

1. 7 9. 72×106 2. 112 2. 137 1. 86×106 0. 404 0. 409 8 19 16 5. 230

1
2. 7

3. 1 2. 27×105 2. 799 3. 117 5. 35×104 0. 660 0. 735 7 15 12 4. 240

1
2. 7

3. 9 1. 38×107 3. 943 4. 111 2. 15×106 0. 611 0. 637 2 15 13 6. 453

1
2. 7

4. 7 2. 31×107 1. 839 2. 248 7. 24×106 0. 577 0. 705 2 13 11 3. 189

1
2. 7

5. 6 1. 56×108 3. 877 4. 123 2. 73×107 0. 680 0. 723 4 10 11 5. 703

1
2. 7

6. 2 1. 27×108 2. 428 2. 555 2. 88×107 0. 549 0. 578 3 15 12 4. 422

1
2. 7

6. 8 1. 55×108 2. 405 2. 303 3. 18×107 0. 492 0. 472 3 14 11 4. 883

1
2. 7

6. 8 1. 09×106 2. 199 2. 272 3. 08×105 0. 619 0. 610 6 14 11 3. 551

1. 1. 3. 31×106 11. 755 12. 022 1. 02×105 0. 361 0. 372 15 23 23 32. 288

10
2. 7

6. 1. 98×106 151. 01 133. 32 5. 36×103 0. 410 0. 362 9 19 18 368. 733

5. 5. 5. 20×108 263. 26 283. 55 3. 32×105 0. 168 0. 181 13 23 22 1563. 6

5. 10. 1. 51×109 243. 99 357. 57 2. 21×106 0. 358 0. 525 13 20 16 681. 29

10. 1. 1. 04×106 744. 73 1266. 92 190. 0. 136 0. 231 25 31 28 5494. 7
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