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基于转移费用矩阵的机器人路径规划方法
X
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摘　要　本文描述了机器人路径规划的一种新方法:基于转移费用矩阵的机器人路径规

划方法。通过定义转移费用矩阵的概念及其上的二元运算, 将最优路径的生成,转化为矩阵的

运算, 使得有限步的矩阵运算,即可得到环境中所有点间的最优路径,达到了在预处理阶段构

造最优路径集的目的。最后, 介绍了该方法在移动机器人任务规划中的应用。
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Abstract T his paper describes a new appr oach to r obo t path planning : the t ransitio n

co st m atr ix based approach. By defining the concept of t ransit io n cost matrix and the 2-

ary oper ato r on the t ransit ion co st matrix , the optim um paths are generated f rom the o p-

er at ions o n the matrix , thus the opt imum paths betw een all points in the environment

can be achieved via lim ited matrix oper at ions to at tain the aim o f co nstr ucting the opti-

mum path set at the prepr ocessing stag e. T he paper ends w ith the applicat io n of the

pr opo sed approach for mo bile ro bo ts’missio n planning .

Key words m obile r obo t , path planning, t ransit ion cost matrix , generalized cell-to-

cell mapping , terrain

非线性动力学系统的数值研究中,由于计算机表示数的方法, 使得状态空间被表达为

很多微小超立方体构成的集合,把这种模型“粗粒化”, 导致所谓“胞”, 胞的概念见文献

[ 1] ,这个概念是Hsu(徐皆苏)建立胞映射方法的基础。定常非线性系统的状态演化,表现
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为系统在各胞之间的转移, 各胞间转移由转移概率矩阵描述, 转移概率矩阵决定了系统的

发展演化。我们注意到,移动机器人规划算法依赖于地形环境的特定表达方法[ 2] ,一般而

言,地形环境可表达为一个个类似于胞的地形单元,这些地形单元只在边界处重叠,而且

反映机器人在相邻地形单元之间运动的费用是可以得到的,称这种费用为一步转移费用。

借助问题表达上的相似性, 本文得到了一种求解机器人路径规划的新方法。

本文在考察一步转移费用所表达的关于最优路径和最小费用的特定意义基础上, 根

据广义胞映射的转移概率矩阵[ 1]的含义, 提出了转移费用矩阵的概念, 并将一步转移费

用所表达的意义推广到 n步转移费用上,从而得到了求解最优路径的一种思路。通过定义

转移费用矩阵上的二元运算,将最优路径集的构造, 转化为转移费用矩阵序列的构造。在

文章的最后, 探讨了该方法在移动机器人任务规划中的应用。

1　转移费用矩阵的概念

设地形环境被表达为 N 个地形单元,反映机器人在相邻地形单元之间的一步转移费

用(定常)也确定下来。以这 N 个地形单元为节点,则构成一个加权图。这个图的边反映了

节点之间的可通行性, 边所附的权值为机器人在这两个地形单元之间移动所需的费用。这

里不考虑自圈和孤立点,并假设费用与转移方向无关,因此这个加权图的基础图为一简单

连通加权图。下面的论述都是基于这个加权图进行的。

现将这 N 个地形单元编号, j = 1, 2,⋯, N。这种形式把地形环境改造成有限个胞(地

形单元)构成的胞空间 S = { 1, 2,⋯, N }。胞 j 到 i 的一步转移费用记为 cij ,转移费用构成

一个矩阵,记为 C= [ cij ] ,显然 C为对称矩阵。记M 为充分大的实数。对于矩阵 C:

( 1) 若由胞 j 到胞 i不能经一步转移完成, c ij = M ;

( 2) 若由胞 j 到胞 i可经一步转移完成, cij反映了机器人由 j 一步转移到 i的费用, cij

< < M ;

( 3) 约定 cj j = M , j∈S .

在广义胞映射理论中, 定常非线性系统的状态演化完全由一步转移概率矩阵确定。这

里, C矩阵也可以看成一种转移概率矩阵, 对于给定的 j , cij量度了由 j 一步转移至 i的可

能性大小, 显然这种可能性与 cij的大小成某种反比例关系。如果将机器人在地形单元中

的运动,看着动力学系统的状态演化,则这个系统的演化发展可由 C矩阵描述,或者说, C

矩阵决定了地形单元间的最优路径。事实上, cij具有如下的意义:

意义 1:

( 1) cij = M 表明:

　1) j 到 i不可能经 1步转移而完成;

　2) j 到 i不存在长度为 1的最优路径。

( 2) cij≠M ,即 cij < < M ,表明:

　1)机器人由 j 到 i的转移可 1步完成;

　2) cij为机器人完成这个转移的最小费用;

　3)序偶< j , i> 是由 j 转移到 i的长度为 1的最优路径。

称 C为一步转移费用矩阵。因此,如果我们定义一种变换,作用于一步转移费用矩阵
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C, 产生一个转移费用矩阵的序列,记为 C
( 1)

= C, C
( 2)

,⋯, C
( n)

,其中 C
( n)
称为 n步转移费用

矩阵,使它具有意义 2.

意义 2:

( 1) C
( n)
ij = M 表明:

　1)机器人不可能经 n步转移由 j 到达 i ;

　2)不存在由 j 到 i的长度为 n的最优路径。

( 2) C
( n)
ij ≠M 表明:

　1)机器人由 j 到 i的转移可在 n之内步完成;

　2) C
( n)
ij 为机器人完成这个 n步转移的最小费用。

那么只要跟踪C
( n)
ij 形成的过程, 即可得到在n步之内由 j 至 i 的最优路径,同时C

( n)
ij 为这条

路径的费用。而由于由 N 个地形单元构成的加权图上边的数量有限, 可以预料在有限步

之内,即可得到所有点间的最优路径及其费用。

广义胞映射理论和机器人路径规划问题的有关概念的比较见表 1。

表 1

广义胞映射 机器人路径规划

状态空间 Rn中有限区域划分成的 N 个胞 有限的地形环境表达成的 N 个地形单元

状态变量 X( 0) = ( x 1 ( 0) ,⋯, x N ( 0) ) T X ( 0) = ( 01, ⋯, 0j - 1, 1 j , 0j+ 1,⋯, 0N ) T

t= 0 时刻系统位于各胞的概率 t= 0 时刻机器人位于第 j 个地形单元

转移矩阵 P( n) = [ p (n)
i j ] N×N , C(n) = [ c (n)

ij ] N×N , c (n)
i j 为机器人在 n 步之内由 j 转

p ( n)
i j 描述由 j 经 n 步转移至 i的概率 移至 i所需费用

系统方程 X( n) = P( n)X ( 0) X ( n) = C(n)X( 0) = ( c (n)
1j ,⋯, c( n)

i j , ⋯, c (n)
Nj ) T

t= n 时刻系统位于各胞的概率 由特定地形单元 j 出发的 t= n 时刻机器人位于

各胞所需的费用

　　需要指出的是, c
( n)
ij 是由 j 至多经 n步转移到 i所需的最小费用,这个费用不一定是由

j 到 i的最小费用,或者说, 由 j 到 i的长度为 n的最优路径不一定是 j 到 i 的最优路径。

2　转移费用矩阵序列的构造和最优路径集的生成

定义二元运算符á 和Ý ,以生成如下的矩阵序列:

D
( 1) = C

( 1) = [ d ( 1)
ij ] N×N⋯

D
( n)

= D
( n- 1) á C

( 1)
= [ d

( n)
ij ] N×N

而 d
( n)
ij = min{ min

k∈S
{d

( n- 1)
ik Ý C

( 1)
kj } , d

( n- 1)
ij } , 其中 S 为胞空间, Ý 具有如下含义:

( 1) if d
( n- 1)
ik ≠M , C

( 1)
kj ≠M , then d

( n- 1)
ik Ý C

( 1)
kj = d

( n- 1)
ik + C

( 1)
kj ;

( 2) if d ( n- 1)
ik = M or C

( 1)
kj = M , then d

( n- 1)
ik Ý C

( 1)
kj = M ;

( 3) for all j∈S, let d
( n)
j j = M ;

定理 1

D
( 1)

, D
( 2)

, ⋯D
( n)
具有意义 2.

采用数学归纳法即可证明该定理,限于篇幅,证明从略。

由于定义了转移费用矩阵上的二元运算,我们构造了具有意义 2的转移费用矩阵序
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列。由于 N 个地形单元构成的加权图上边的数量有限,即其上的最优路径的长度有限,

则:

结论 1

由 N 个地形单元构成的加权图,其边的数量为 N e,则转移费用矩阵序列最多构造至

C
( N

e
) ,即可表达出所有地形单元间的最小费用。

设转移费用矩阵序列中表达出所有地形单元间最小费用的矩阵为 C
( end)。对 N 个地

形单元构成的加权图, 由于只考虑其基础图为简单连通图这一情况,所以对 C
( end )的形式,

有如下的结论:

结论 2

C
( end )的对角线元素全为 M , 而P i , j∈S, i≠j 时, c

( end)
ij 不等于 M .

关于由 j 至 i长度为 n的最优路径与由 j 至 i 的最优路径的关系, 有如下的结论:

结论 3

如果 c
( n)
ij ≠M ,且 c

(n)
ij 不是由 j 至 i的最小费用,则最优路径的长度大于 n。

由 N 个地形单元构成的连通图 G= ( S, E ) , S 为胞空间(节点的集合) , E 为边的集

合。设 T
( p)
ij 表示由 j 到 i的长度不超过 p 的最优路径。T

( p )
ij 为其经过的地形单元的序列所

表达的一个序偶,并且定义:若 T
p
ij = < x 1, ⋯, x m, ⋯, x p , x p+ 1> , x m∈S , 1≤m≤p ,边( x m,

x m+ 1 )∈E,且 x 1= k , x p+ 1= i ,则:

( 1) T
( p+ 1)
ij = j + T

( p)
ik 表示 T

( p+ 1)
ij = < j , x 1,⋯, x p , x p + 1> ;

( 2) T
( p+ 1)
ik = T

( p)
ik 表示 T

( p + 1)
ik = < x 1 , x 2, ⋯, x p , x p + 1> ;

( 3) T
( p+ 1)
ik = - T

( p )
ikj 表示 T

(p + 1)
ik = < x p + 1 , x p ,⋯, x 2, x 1> 。

下面给出求解最优路径集的算法。记循环变量为 p , T ( p)
ij 被更新的次数计数器为

count。

求解最优路径集的算法:

stepl :

根据形成的加权图, 构造胞空间 S= { 1, 2, ⋯, N }和一步转移费用矩阵 C
( p ) , p = 1,

count= 0,并据 C
( p)初始化 T

( p )
ij :

P i , j∈S :如果 c
( p )
ij ≠M , 则 T

( p )
ij = < j , i> , count= count+ 1;否则, T ( p)

ij 为空。

step2:

如果 count等于零,则转 step5,否则 count= 0, 继续。

step3:

计算C
( p+ 1) = C

(p ) á C
( 1) ,其中:

( 1) c
( p + 1)
j j = M , T ( p + 1)

j j = T
( p )
j j ,P j∈S。

( 2) 计算 c
( p+ 1)
j j ,有两种情况:

1) c
( p)
ij = M ,此时 c

( p + 1)
ij = min{ min

k∈S
{ c

( p)
ik Ý c

( 1)
kj } , M }。如果 c

( p + 1)
ij = M ,则 T

(p + 1)
ij = T

( p)
ij ;如

果 c
( p + 1)
ij ≠M ,说明机器人首次由 j 到达 i ,令这个到达由于 k0∈S 而引起,即 c

( p+ 1)
ij = c

( p)
ik 0

Ý c
( 1)
k
0
j , k0∈S,则 T

( p+ 1)
ij = j + T

( p)
ik

0
, count= count+ 1。

2) c
( p )
ij ≠M ,由 c

(p + 1)
ij = min{ min

k∈S
{ c( p )

ik Ý c
( 1)
kj } , c ( p)

ij }知, 如果 c
( p + 1)
ij = c

( p)
ij ,则 T

( p+ 1)
ij = T

( p )
ij ;
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如果 c
( p+ 1)
ij < c

( p)
ij ,令这个到达由 k0∈S 而引起, 即 c

( p+ 1)
ij = c

( p)
ik 0Ý c

( 1)
k

0
j , k0∈S,则 T

( p + 1)
ij = j +

T
( p)
ik 0, count= count+ 1.

step4:

p= p+ 1,转 step2.

step5:

输出 c
( p)
ij , T (p )

ij , i, j∈S.

设由 N 个地形单元构成的加权图, 其边的数量为 N e,对于以上算法, 以一次Ý 运算

为度量单位, 可知其时间复杂性为 o( N
3
N e) .

3　应用

移动机器人作战任务规划的中心工作,是根据其有关性能、地理数据、敌方防御、导航

要求、时间限制等约束条件,进行最佳航线的选择。这些航线应使其以高的成功概率到达

目标,同时所冒的风险不超出一定的限度。这里,风险主要来源于敌方防御系统、与地面上

的障碍物相撞等。由于移动机器人任务规划所依据的地形环境范围巨大、规划约束条件众

多、以及多出发点多目标点的作战计划的近实时提交特点,这就决定了任务规划必然采用

分层规划的方法
[ 3]
。我们在较高的规划层次上应用本文提出的方法,求解出战场环境中所

有点间的最优运动走廊,以提交给较低规划层次进行更为细致的规划。

我们考虑一 170km×170km 的地形环境,以 10km×10km 的网络分割该区域(文献

[ 4]中采用 5n mile×5n mile 的网络)。为简化处理,移动机器人在网络中转移的费用(代

价)只计被威胁杀伤的概率和与地面障碍物相撞的概率:

( 1) 杀伤概率与机器人和敌威胁中心的距离成反比例关系;

( 2) 地形遮蔽可使其避开敌方防御系统的杀伤;

( 3) 碰地概率是地形粗糙度和障碍物密度的函数。

略去其它因素的影响, 如燃料消耗等,得到了如下的费用:

表 2
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其中的数值表示机器人在相应地形单元中的移动费用,机器人的一步转移只发生在相邻

的地形单元间,见表 2中的箭头所示。

图 1

我们在 SPARCstat ion 10上的Solaris 2. 3

环境下使用 SPARCom piler C+ + 实现了这个

求解所有点间最优路径的计算机程序。表 2以

粗斜方式给出了最优路径集中的一条从左上

角至右下角的路径。图 1 给出了其计算时间

( s)和存储空间(千字节)与地形单元数目间的

变化曲线, 其中带* 曲线为存储空间变化规

律。

由于该方法的时间复杂性为 o( N 3
N e) ,且

求解(存储)了所有单元间的最优路径, 因此该

方法在移动机器人任务规划的高层次上应用比较合适。

4　结束语

在广义胞映射理论中, 定义转移概率矩阵, 从而获得自治非线性动力学系统的长期性

态。基于广义胞映射的转移概率矩阵的概念,我们定义了机器人路径规划中的转移费用矩

阵,通过转移费用矩阵上的二元运算,将点与点之间的最优路径的生成, 转化为矩阵的运

算,通过有限次矩阵运算便可获得地形环境中所有点间的最优路径,达到了在预处理阶段

构造最优路径集的目的。

本文所叙述的方法具有如下的特点:

( 1) 通过有限次矩阵运算,可求解地形环境中所有点间的最优路径。

( 2) 所给出的求解最优路径集的算法具有多项式时间复杂性。

( 3) 由于存储了所有点间的最优路径,该算法对存储空间的要求较高,见图1,因此运

用在分层规划的较高层次上比较合适。
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