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一种小波变换域中最优门限的取法
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　　摘　要　在信号小波变换编码中, 一般对高频小波系数 x 先作阈值处理,即对给定的门

限 T > 0;若 ûxû≤T ,则令 x = 0。在本文中,从理论上给出了一种最优门限 T op t, T op t 使得重

构误差信号的平均能量达到最小。
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An Optimum Threshold in Wavelet Transform Domain
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( Department of Sy stem Engineering and M athemat ics, NUDT, Changsha, 410073)

Abstract　In general, a threshold T is used to determin whether high- fr equency

w avelet coef ficients to be insignificant in w avelet t ransforme coding of singals. T hat is,

let x be a high- frequency wavelet co ef ficient , if ûxû≤T , then x is insignificant and set

x = 0. In this paper , an optimum threshold T opt is g iv en theoret ically and T opt minmizes the

average energy of the disto rt ion betw een the original signal and the reconst ructed sig-

nal.

Key Words　Mult iresolut ion Analysis, Mallat Alg orithm, T hresho ld, Large Num-

ber Law

在信号小波变换编码中, 为了提高编码效率与重构信号的质量, 一般对高频小波系

数先作阈值处理
[ 1] [ 2] [ 5]

。对于门限 T ,如果小波系数的绝对值不大于 T , 则置之为 0。在具

体的量化编码中除了作阈值处理外, 对绝对值大于T 的高频小波系数还要作某种量化Q ,

从而也带来量化误差 E,这种误差的能量记为 R2E。R2E是由量化方式 Q 和小波系数的能量确

定的。由于高频小波系数大部分集中在零附近,对零附近的小波系数直接进行量化Q可能

比对它们作阈值处理带来更大的重构误差, 当然与作阈值处理的门限大小有关。因此, 一
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般对高频小波系数先作阈值处理, 且存在最优门限问题。一般情况下,门限 T 是人为给定

的。本文根据小波系数的统计特性, 从理论上给出了某种意义下的最优门限 T opt。在量化

方式Q确定的条件下,也就是 R2E确定的条件下, T op t = RE使得重构误差信号的平均能量达
到最小。如( 21) 与( 26) 式所示, 选取适当的门限作阈值处理可以提高重构图像的质量,文

献[ 1] 已给出了实验证明,限于篇幅,这里只给出理论推导。

1　小波分析

小波分析作为一种空间域和时间域局部化分析方法
[ 3] [ 4]

, 被认为是傅里叶分析发展

史上里程碑式的进展,成为众多科学共同关注的焦点。在多分辨分析中, S. M allat 引入了

两个函数: 尺度函数 <( x ) 与小波函数 U( x )。尺度函数 <( x ) 的伸缩与平移系 <j , n( x ) =

2j / 2<( 2j
x - n) 对固定的 j 值是相互正交的,其中 j , n∈ Z, {<j , n} n∈Z构成 L

2( R ) 空间的闭

子空间V j 的正交基, 同样对固定的 j 值, {Uj , n} 也构成V j 在V j + 1中的正交补W j的正交基,

即

W j = span Uj , n( x ) = 2
j / 2U( 2j

x - n) , n∈ Z

并且 {Uj , n( x ) } j , n∈Z 构成 L
2
( R ) 空间的一组正交基,称之为正交小波基。尺度函数 <( x ) 与

小波函数 U( x ) 满足下面的关系:

<( x ) = ∑
n∈Z

h( n) 2 <( 2x - n) ( 1)

U( x ) = ∑
n∈Z

g( n) 2 <( 2x - n) ( 2)

其中g ( n) = ( - 1)
n
h( 1 - n) ,令 H ( X) = ∑

n∈Z

h( n) e
- inX

, H ( X) 满足:

ûH ( X) û2 + ûH ( X + P) û2 = 2 ( 3)

H ( 0) = 2 ( 4)

　　 {h( n) } 可看成是一组低通滤波系数, {g( n) } 可看成是一组高通滤波系数,它们满足

下面的关系:

∑h( n) = 2 ,　　∑g( n) = 0 ( 5. 1)

∑
n

h( n - 2k ) h( n - 2l) = Dkl ,　∑
n

g( n - 2k) g( n - 2l) = Dkl ( 5. 2)

∑
n

h( n - 2k ) g( n - 2l ) = 0,　∑
n

h( k - 2n) h( l - 2n) + g( k - 2n) g( l - 2n) = Dkl

( 5. 3)

　　根据著名的 Mallat 算法, 给定数据的小波分解和合成过程可由两带滤波器的级联滤

波而产生。设 C
m
k 为输入序列, C

i
k 为经 i次低通滤波而得到的输出, d

i
k 为经 i次高通

滤波而得到的输出,信号分解和合成过程如图 1所示。

对于二维信源, 需要使用二维滤波器进行处理。考虑到小波函数的可分离性, 二维

滤波器可由一维滤波器复合而成。用L 表示低通滤波器, 用H 表示高通滤波器, 则滤波

器 LL、LH、HL 和 HH构成四个具有不同频率特性的和方向特性的滤波器。LL 用于检
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图 1　信号分解与重构过程

测图像中的低频分量; LH 用于检测水平方向的边缘、细节分量; HL 用于检测垂直方向

的边缘、细节分量; HH 用于检测主对角线与副对角线方向的分量。图 2表示图像的小波

分解 (分解三层)。

我们只考虑分解一次, 多次分解是一次一次叠加起来的。在变换编码中, 变换的目

的是去相关的。事实上, 小波变换系数可以看成统计上独立的 [ 5]。高频小波系数可以近似

均值为 0 的高斯分布、拉普拉斯分布或一般高斯分布。设高频小波系数的密度函数为

p ( x ) ,其均值为 0, 方差为 R2 (实际应用中由高频小波系数估计出来)。一般高斯分布的密

度函数为

P X ( x ) = ae
- ûbx ûA ( 6)

其中　 a =
bA

2# 1/A , b =
1
R

# 3/A
# 1/A ( 7)

图 2　表示图像的小波分解

这里#( B) =∫
+ ∞

0

e
- x

x
B- 1dx , R

为一般高斯分布的标准方

差, A> 0。

如果取 A= 1, ( 6) 为拉

普拉斯密度函数; 如果取 A
= 2, ( 6) 为高斯密度函数。

此外, p ( x ) 是关于 x = 0为

对称轴的对称函数。

2　最优门限

2. 1　一维情形

对于原始信号{ s( n) } , n

= 0, 1, ⋯⋯N - 1, 令 c
1
n =

s( n) ,根据Mallat分解算法,

低通滤波输出:

c
0
n = ∑

k

c
1
kh( k - 2n) ( 8)

高通滤波输出为:

d
0
n = ∑

k

c
1
kg ( k - 2n) ( 9)
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其中, n = 0, 1,⋯⋯
N
2

- 1。

根据Mallat 重构算法,

c
1
n = ∑

k

c
0
kh( n - 2k ) + d

0
kg( n - 2k) 　n = 0, 1,⋯, N ( 10)

　　对高频系数 d
0
n n = 0, 1,⋯⋯

N
2

- 1 的量化,一般分两步: 第一步, 作阈值处理,

对于门限T , 如果 ûd0
nû≤T ,则令 d

0
n = 0。第二步, 对绝对值大于 T 的小波系数 d

0
n作某种

量化Q ,带来的误差信号为 E0n。令
e
0
n = d

0
n - d

0
nI ûd 0

n
ûF T - E0nI ûd0

n
û> T ( 11)

其中 n = 0, 1,⋯⋯
N
2

- 1。e
0
n为高频系数的量化输出, E0n ( n = 0, 1⋯) i. i. d, EE0n = 0,

E E0n 2 = R2E, 且{E0n} 与{d0
n} 独立。I x 为特征函数。

设对低频系数 c
0
n的量化方式为 W ,误差为 X0

n , {X0
n} 独立同分布,均值为 0,方差为 R2X,

{X0
n}、{ E0n} 与{d 0

n} 相互独立。低频系数 c
0
n的量化输出为:

b
0
n = c

0
n - X0

n ( 12)

则重构信号为　　　　　　　 f
1
n = ∑

k

b
0
kh( n - 2k) + e

0
k g( n - 2k ) ( 13)

重构误差信号为

w
1
n = c

1
n - f

1
n = ∑

k

d
0
k I ûd0

k
ûF T + E0kI ûd0

k
û> T g ( n - 2k) + ∑

k

X0
kh( n - 2k ) ( 14)

由于d
0
k 的密度函数 p ( x ) 是关于 x = 0为对称轴的对称函数,故

E d
0
k I ûd0

k
ûF T =∫

T

T
xp ( x ) dx = 0

从而　 E w
1
n = 0 ( 15)

　 w
1
n

2

= ∑
k
∑

l

g( n - 2k ) g( n - 2l ) d
0
k I ûd

0
k
ûF T + E0kI ûd

0
k
û> T d

0
l I ûd

0
l
ûF T + E0l I ûd

0
l
û> T

　 + 2∑
k
∑

l

g( n - 2k) h( n - 2l ) d
0
k I ûd0

k
ûF T + E0k I ûd0

k
û> T X0

l

　 + ∑
k
∑

l

h( n - 2k) h( n - 2l ) X0
kX0

l ( 16)

当 N 充分大时, 重构误差信号的平均能量为

D ( T ) =
∑

n

w
1
n

2

N

=
1
N∑k ∑l

∑
n

g( n - 2k ) g( n - 2l ) d
0
k I ûd0

k
ûF T + E0kI ûd 0

k
û> T

　 d
0
l I ûd

0
l ûF T + E0l I ûd

0
l û> T

　 +
2
N∑k ∑l

∑
n

g( n - 2k ) h( n - 2l) d
0
kI ûd 0

k
ûF T + E0k I ûd0

k
û> T X0

l

　 + 1
N∑k ∑l

∑
n

h( n - 2k) h( n - 2l ) X0
kX0

l

45



=
1
N ∑

N
2

- 1

k= 0

d
0
k I ûd0

k
ûF T + E0kI ûd0

k
û> T d

0
kI ûd 0

k
ûFT + E0kI ûd0

k
û> T +

1
N ∑

N
2

- 1

k= 0

X0
k

2

=
1
2
E d

0
0I ûd0

0
ûF T + E00I ûd0

0
û> T

2
+

1
2
E X0

0
2
　( N →∞)

=
1
2∫

T

- T

( x 2 - R2E) p ( x ) dx +
1
2
( R2E + R2X) ( 17)

这里, 我们利用了大数定律 [ 6] [ 7]。

由( 17) 知: T opt = RE ( 18)

D ( T opt ) = minT D ( T ) =
1
2∫

RE

- RE

x
2 - R2E p ( x ) dx +

1
2

R2E + R2X ( 19)

其中 R2E、R2X由具体的量化方式Q、W 以及相应小波系数的能量确定的。例如,如果Q为R比

特的均匀量化器
[ 8]
,则 R2E= E* R22- 2R

,其中 E* 为比例因子, R 为量化比特率, R2为高频系数
的能量。一般的量化器其量化误差能量都具有这种负指数形式 [ 9]。

如果T = 0, 即不作阈值处理,则重构误差信号的平均能量为

D ( 0) =
1
2

R2E + R2X ( 20)

从而　　　　　　　D ( 0) - D ( T opt ) = 1
2∫

RE

- RE

R2E - x
2

p ( x ) dx > 0 ( 21)

( 21) 式表明,取适当的门限作阈值处理可以提高重构信号的质量。如果分解 N ( N ≥

1) 层,则根据各层高频量化误差的能量 R2E,由( 18) 式分别给出各层的门限。

2. 2　二维情形

对于二维情形, 此时要考虑三个高频子图LH、HH、HL, 其均值都为 0, 方差分别

为 R2LH、R2HH、R2HL ;相应的密度函数为 p LH( x )、p HH( x )、p HL( x ) ,都为一般高斯分布的密度函

数;相应的门限为T LH、T HH、T HL。相应于一维情形的R2E有三个: R2EL H、R2EH H、R2EH L ; R2X的意义同
一维情形。类似于一维情形,重构误差信号的平均能量为:

D T L H , T H H , T H L

=
1
4

R2EL H + R2EH H + R2EH L + R2X +
1
4∫

T
LH

- T
LH

x
2
- R2EL H p L H ( x ) dx

　 +
1
4∫

T
H H

- T
H H

x
2 - R2EH H p H H ( x ) dx +

1
4∫

T
H L

- T
H L

x
2 - R2EH L p H L ( x ) dx ( 22)

　　由 ( 22) 知: T L H op t = REL H , T H H opt = REH H , T H Lopt = REH L ( 23)

D T LH op t, T H H opt , T H L op t

= minT
LH

, T
H H

, T
H L

D T L H , T H H , T H L

=
1
4

R2ELH + R2EH H + R2EH L + R2X +
1
4∫

RELH

- RELH

x
2 - R2ELH p L H ( x ) dx
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　 +
1
4∫

REH H

- REH H

x
2 - R2EH H p H H ( x ) dx +

1
4∫

REH L

- REH L

x
2 - R2EH L p H L ( x ) dx ( 24)

　　类似于一维情形, D ( 0, 0, 0) =
1
4

R2ELH + R2EH H + R2EH L + R2X ( 25)

D ( 0, 0, 0) - D T L H opt , T H H opt, T H L opt

=
1
4∫

RELH

- RELH

R2EL H - x
2

p L H ( x ) dx +
1
4∫

REH H

- R
CH H

R2EH H - x
2

p H H ( x ) dx

　 +
1
4∫

REH L

- REH L

R2EH L - x
2

p H L ( x ) dx > 0 ( 26)

　　 ( 26) 式表明, 取适当的门限作阈值处理可以提高重构图像的质量。如果分解 N ( N

≥1) 层,则根据各层高频量化误差的能量R2EL H、R2EH H、R2EH L ,由( 23)式给出各层的最优门限。

3　结　论

本文从理论上给出了在信号小波变换编码中关于高频小波系数的一种最优门限的取

法, 表明了在小波变换编码中, 适当地选取门限对高频小波系数作阈值处理, 可以提高

重构信号的质量。
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