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　　摘　要　A
f
B, f 是平坦同态, M 是 A- 模,本文给出了 idAM 与 idB ( M á AB)的不等

式关系。
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Injective Dimension under Flat Base Change

Dai Qingping　　LiuQ ingbao
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Abstract　F is a flat homomo rphism from ring A to ring B. M is a A- module. We

have obtained the inequat ion betw een idAM and idB( Má AB) .
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本文考虑的环都是含单位的交换诺特环。我们对所用记号作一个说明。spec( A)是环

A的素谱。M 是 A - 模, A nn ( M ) = { aûaM = 0, a∈A } , supp ( M ) = { P ûM p≠0, P∈spec

( A) } , A ss( M ) = { Pûv x∈M, A nn ( x) = P , P∈spec( A ) } , V ( A nn ( M ) ) = { PûPB A nn ( M ) , P

∈spec( A) } , M ax ( M ) = {mûm∈supp( M ) , m 是 A 的极大理想}。Bass 数 Ld ( P, M ) =

dimk ( p)Ex t
d
A p( k( P ) , M p ) ,其中K( P) = A p/ pAp, Bass 数表示M 的极小内射分解分解第 d

个位置时所含不可分解内射模 E( A/ P)的个数。A
f
B, 对于 P∈spec( A) ,记 F( p) = k

( p) á AB。

引理 1　M、N 是有限生成 A- 模,下列条件等价:

(Ⅰ) supp( M )∩supp( N) = <; 　　　　　　　　(Ⅱ) A nn ( M) + A nn ( N) = A;

(Ⅲ) Ex t
i
A ( M , N) = 0　( i≥0) ; (Ⅳ) Ext

i
A ( N, M ) = 0　( i≥0) ;

(Ⅴ) Má AN = 0; (Ⅵ) Max ( M )∩Max ( N) = <.
证明　(Ⅴ) Z (Ⅰ) Z (Ⅱ)

106

X 国防科大青年基金资助项目

　1997年 5月 22日修订



Má AN = 0Z supp ( Má AN ) = <Z supp( M )∩supp ( N ) = <Z V ( A nn ( M ) )∩V ( A nn

( N) ) = <Z V ( A nn ( M ) + A nn ( N) = <Z A nn ( M ) + A n n( N ) = A

( Ⅱ) ] (Ⅲ) , (Ⅱ) ] (Ⅳ)是显然的。(Ⅳ) ] (Ⅰ) , (Ⅲ) ] (Ⅰ)证法相同,下证(Ⅲ) ]
(Ⅰ)。

如果 supp ( M )∩supp( N)≠<, 取 P∈supp( M )∩supp ( N ) , 由Ⅲ)对任意 i≥0 有

Ext
i
A p ( M p, N p ) = 0。

我们考虑如下论断: ( A , m, k)是局部环, M、N 是非零有限生成模,至少有某 i使Ex t
i
A

( M , N)≠0。

如果 A nn ( M )≠0, 由 Nakayama 引理 A nn ( M )·N≠N, depth( A nn ( M ) , N)≤depth

( m , N)≤dimN≤dimA < + ∞。用 Ext 函子表示存在某dF dimA 使 Ex t
d
A ( M , N)≠0。如

果 A nn ( M ) = 0, supp( M ) = spec( A) , 利用 Bour baki定理:

Ass( Hom A ( M , N) ) = supp( M )∩A ss( N)。

有 Ass( Hom A ( M , N) ) = spec( A)∩Ass( N) = Ass( N)≠<,因此 HomA ( M , N)≠0。

上述论断说明在(Ⅲ) ] (Ⅰ)中假定 supp( M )∩supp( N)≠<是错误的。
(Ⅰ) Z (Ⅵ)

( Ⅰ) ] (Ⅵ)是显然的。反之设 P∈supp( M )∩supp( N )≠<, 则 V( P) A supp( N)∩

supp( M ) , 取极大理想 m∈V ( P) , m∈Max ( M )∩Max ( N) = <, 矛盾。
推论 1　下列结论成立:

( 1) ( A, m , k)是局部环, M、N 是有限生成模。如果 Ext
i
A ( M , N) = 0( i≥0) ,那么或者

M= 0或者 N= 0。

( 2) N 是有限生成非零内射模。如果 Hom A ( M , N) = 0, 那么 supp( M )∩supp( N ) =

<。
( 3) A 是自内射环, HomA ( M , A) = 0,那么 M= 0。

( 4) M 是有限生成非零投射模, HomA ( M , N) = 0,那么 supp( M )∩supp( N) = <。
( 5) M 是有限生成模, 如果 Ex t

i
A ( M , A ) = 0( i≥0) ,那么 M= 0。

证明　( 1) 由于 M= 0Z 对于每个 P∈spec( A )有 M p= 0Z 对于每个 m∈Max ( A )有

M m= 0, 再由引理 1中结论(Ⅵ)即可得结论。

( 2) 如果 M 有限生成, 结论成立。设{M i} i∈I是 M 的所有有限生成模构成的集,那么

M=
l im

i
M i。设 P∈supp( M ) , 0≠M p= Má AA p=

lim

i
M i á AA p=

lim

i
( M iá AA p ) , 因

而 P∈∪
i
supp( M i )。这说明 supp( M ) = ∪

i
supp( M i) ,再由 N 内射及 HomA ( M, N) = 0有

Hom A( M i, N ) = 0。由引理 1知 supp( M i)∩supp( N) = <。因此得结论 2成立。

( 3) 由( 2)的结果 supp( M )∩supp( A) = <, supp( M ) = <, M = 0。

( 4) 与( 2)的证明一致。

( 5) 引理 1的直接结果。

引理 2　设 A - 模 M 的极小内射分解是:

0 M E0 E1 E2 ⋯⋯

　　那么( 1)∪
i
supp( E i) = supp( M ) ;

107



　　( 2) M 有限生成,则∪
i
A ss( E

i
) = supp( M )。

证明　( 1) 一般地对于正合列 0 M N L 0有 supp( N ) = supp( M )∪supp

( L )。设 N 是M 的内射包, N= ©
L0≠0

L°( P, M ) E( A / P) , 0≠L°( P, M ) = dimk (p )HomA p( k( p) ,

M p) , 这说明P∈supp( M )。因此 supp( N) = ∪
L0≠0

V ( P)A supp( M ) , 因此 supp( N ) = supp

( M ) , supp ( L ) A supp( M )。由极小内射分解定义,重复上述过程有 supp ( M ) = ∪
i
supp

( E
i
)。

( 2) 设 M 有限生成。

∪
i
A ss( E i)A ∪

i
supp( E i) = supp( M )。另外只要证对任意 P∈supp( M )存在某 i使 Li

( P , M )≠0。Li( P , M )≠0Z Ex t
i
A p( k( P ) , M p)≠0, 由推论1的结论知的确存在某 i使 Li( P ,

M )≠0。

引理 3　A
<
B, <平坦,对于 A- 模M 有:

suppB( Má AB) = qûq∈spec( B) , q∩A= P∈suppA ( M ) 。

证明　( Má AB) q= ( Má AB) á BBq= M á A ( Bá BBq) = Má ABq= ( Má ABp) á BpBq=

( M pá ApBp ) á BpBq= M pá ApBq。

其中P= q∩A。

由于 <平坦,导出映射 <′: A p→Bq忠实平坦, 因此( M á AB) q≠0Z M pá ApBq≠0Z M p

= ≠0。

引理 4　( R, m , k)
g

( S, n, l) , 是平坦局部环同态, C = S/ ms, E 是内射 R- 模, 那

么:

Ex t
i
c( l, Hom R( k, E) á RS) = Ext

i
s( l , E á RS) , P i≥ 0

　　证明　假设 I*是 Eá RS 的 S- 模极小内射分解, 由平坦性及E 为 R内射有:

Ext is( C, E á RS) = Ex t iR( k, E) á RS = 0,P i > 0

　　因此HomS ( C, I
* )是HomS ( C, Eá RS)的 C- 模内射分解。利用模的相伴性定理有:

HomC ( l, Hom S ( C, I* ) ) = Hom S( l á CC, I* ) = Hom S( l , I* )

　　再者HomS ( C, Eá RS) = HomR ( k, E) á RS。

结合起来便得结论。

定理 1　A
f
B, f平坦, E= E( A / P) , P∈spec( A) , 下列结论成立:

( 1) 如果 q∈spec( B) ,使 Ld ( q, Eá AB)≠0,那么 q∩A= P。

( 2) idB( Eá AB) = idF( p)F( P)。

证明　( 1) 设 S = Bq , R= A q∩A , C= S/ ( q∩A) S, l= k( q) , k= k ( q∩A ) , E′= Eq∩A是内射

R- 模,由引理 4有:

Ext
d
c ( l , HomR ( k, E′) á RS ) = Ex t

d
s ( l, E′á RS )≠0, 因此有: HomR ( k, E′) = HomA

( A/ q∩A , E) á AR≠0, Hom A ( A/ q∩A , E)≠0, q∩AA P。由引理 3, q∩AB P,因此q∩A= P。

( 2) 设 Ld( q, Eá AB)≠0, P= q∩A, HomR ( k, E′) á RS= ká RS= C, Ex t
d
c( l, c) = Ex t

d
s

( l , E′á RS)≠0。所以我们有 idF(P)F( P)≥idcC≥d。因此 idB( Eá AB)F idF( P)F( P)。反之,设

r≤idF( P)F( P) ,存在q∈spec( B) , q∩A= P, idcC≥r, 由引理 4, Ex t rs( l, E′á RS) = Ex t rc( l, c)
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≠0。这说明 idB ( Eá AB)≥idF( P) F( P)。

定理 2　A
f
B, f平坦, 0 M E

0
E
1
⋯⋯是 A- 模 M 的极小内射分解, 那

么:

( 1) idB( Má AB)≤ Max
P∈∪

i
A ss (Ei )

idF( P) F( P) + idAM;

( 2) 当 M 有限生成时, idB ( Má AB)≤ Max
P∈sup p( M)

idF( P)F( P) + idAM .

证明　( 1) 不妨设右边< + ∞。我们有 B- 模正合列0 Má AB E0á AB E1á AB

⋯ Edá AB, d= idAM , idB( E iá AB) = Max
P∈sup p( M)

idF( P) F( P) < + ∞。

一般地我们考虑下列问题:

A- 模正合列 0 N N 0 N 1⋯ N d 0, idAN i< + ∞ ( 0≤i≤d) ,分解为短正合列

0 N N 0 F0 0, 0 F 0 N 1 F1 0⋯0 F d- 3 N d- 2 Fd- 2 0, 0 Fd- 2 N d- 1

N d 0。

设 t 1= Max { idAN d- 1 , idAN d} , 考虑导出正合列:

Ex tt1+ 1
A ( X, N d) Ext t1+ 2

A ( X, Fd- 2 ) Ex t t1+ 2
A ( X, Fd- 1 )

　　由此 idAF d- 2≤t 1+ 1,由简单归纳法知: idAN≤Max { idAN 0 ,⋯, idAN d} + d

在我们的问题中有:

idB( M á AB)F Max { idB( E0 á AB) ,⋯, idB( Ed á AB) } + d

= M ax
P∈∪

i
Ass( E

i
)
idF( P)F( P) + idAM

　　( 2) 当 M 有限生成时,利用引理 2即得结论。

例　 A 是含单位的交换诺特环, x 1 ,⋯, xn 是可交换不定元, M 是 A - 模, B= A[ x1⋯

x n]是忠实平坦 A - 模。设 P∈spec( A) , F( P ) = k( P) á AB= k( P ) [ x 1⋯xn ]是域 k( P)上的

n维多项式环, idF( P) F( P) = n。因此:

idBM [ x1⋯x n ] ≤ n + idAM
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