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　　摘　要　借助阶梯函数, 建立了含有任意分布的用作执行器的压电片的梁横向振动方程, 并利用模态

法, 进行了梁的振动控制研究。仿真结果表明, 无论对自由振动还是受迫振动, 控制效果都十分明显。
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Abstract　By applying heav iside function, the vibr ation equation governing t he beam that po ssesses spatially

distributed piezoelect ric patches has been established. Based on this equation and using the modal m ethod, som e problems

about the vibr ation cont ro l have been discussed. Numer ical ex amples have been presented to illustr ate the efficacy of the

contr ol to bo th free and for ced v ibrat ion.
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20世纪 80年代以来, 由于航天工程的刺激和驱动, 以叠层材料制造技术、微电子技术和功能材料

耦合特性的利用为基础而发展起来的智能结构越来越受到人们的重视 [ 1～3]。压电材料同时具有压电效

应和逆压电效应, 既可用作传感器, 也可用作执行器, 而且作为成品出售的压电片可以做得很薄, 特

别适合于柔性结构, 因而成为智能结构中最常使用的一种功能材料[ 3, 4]。

1　含压电片梁的振动方程

1. 1　含压电片梁的应力计算

含压电片的梁如图 1所示。z 轴为梁横截面的中性轴, xoy 平面为梁的主惯面。共有 n块压电片, 其

中编号为1, 2, ⋯, m的位于梁的内部,编号为m + 1, m + 2, ⋯, n的粘贴于梁的上下表面。利用阶梯函数

可以写出第 i块压电片的位置函数

L i( x , y , z ) = [ H ( x - x i1) - H ( x - x i2 ) ] [ H ( y - y i1 ) - H ( y - y i2 ) ] [ H ( z - z i1 ) - H ( z - z i2 ) ]

( 1)

　　对于含压电片的梁的弯曲, 仍采用材料力学中关于纯弯梁的两个基本假设。此外, 还假定压电片

和梁之间是理想粘贴, 即两者之间在变形时无相对滑移。这在粘贴层比较薄时, 不会带来多少误差。

由此设弯曲后梁的中性轴的曲率半径为 R, 离中性层为 y 处的应变为E= - y / R ,应力为R= EE, 其
中 E 是基体材料的弹性模量。

设第 i 个压电片上所加电压是 V i ,由于压电片一般较薄, 故可认为其电场强度沿极化方向( y 轴方

向) 是均匀分布的,大小为V i/ ( y i2 - y i1 )。由压电学知识
[ 5, 6]
可知,外加电压引起的 x 方向的应变是+ i =

d iV i/ ( y i2 - y i1) ,其中 d i 是第 i个压电片的压电应变常数。

采用和热应力类似的处理方法, 可得 R = E
p
i ( E- + i) ,其中 E

p
i 是第 i个压电片的弹性模量。

再利用位置函数 ( 1) , 可以写出含压电片的梁的统一的应力应变关系式
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图 1　含压电片的梁

Fig. 1　Beam contain ing piezoelect ric patches

图 2　梁横向振动示意图

Fig . 2　T ransverse vibr at ion of beam

R = EE+ ∑
n

i= 1
E

p
i ( E- + i) L i( x , y , z ) - EE∑

m

i= 1
L i( x , y , z ) ( 2)

1. 2　含压电片梁的振动方程

图 2所示含压电片梁在 xoy 平面内作横向振动, 静止时 v ( x , 0) = 0 . 在某种激励下梁离开了平衡

位置, 从梁的任一截面 x 处取出一小段 dx , 根据牛顿第二定律, 可得方程

p ( x , t ) dx - 5Q
5x dx = QAdx 52v

5t2
( 3)

式中 Q代表密度。
分析单元体受力, 可得

Q =
5M
5x ( 4)

假设共有 k 对 压电片对称地粘贴在梁的上下表面, 记

ci = - E
p
ibi( h + h

p
i ) d iV i

利用 ( 2) 对 ( 4) 求导, 有

5Q
5x = E I

54v
5x 4 - ∑

k

i= 1

ci [ H ", x( x - x i1 ) - H ", x ( x - x i2) ] ( 5)

将 ( 5) 代入 ( 3) 得

E I
54v
5x 4 + QA 52v

5t 2 = p ( x , t) + ∑
k

i= 1

ci [ H ", x ( x - x i1 ) - H ", x ( x - x i2) ] ( 6)

这就是含压电片的梁的横向振动方程。

2　梁的振动控制

2. 1　控制律

我们以简支梁为例来说明如何用压电片进行梁的振动控制。使用模态分析法,先求解自由振动问题

的振型函数 W m,以及与之对应的频率 Xm, 取 v = CcosXtW ( t) , 代入自由振动方程 (令式 ( 6) 右边为

零) , 化简整理后, 可得振形微分方程

54W
5x 4 =

X2QA
EI

W ( 7)
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取振型函数为 W m = sin(mPx / l ) , 其中 m 为整数, 可以满足边界条件, 代入( 7) 可得自然频率 X2
m =

EIP4
m

4
/ (QA l

4
) , 为了求解( 6) 式 , 将挠度和动荷载都展为振形函数的级数

v = ∑
∞

m= 1
vm = ∑

∞

m= 1
T m( t )W m( x )

p ( x , t ) = ∑
∞

m= 1
F m( t)W m( x )

∑
k

i= 1
ci [ H ", x ( x - x i1 ) - H ", x ( x - x i2) ] = ∑

k

i= 1
∑
∞

m= 1
CmiV i ( t)W m( x )

( 8a)

( 8b)

( 8c)

上式中, V i( t ) 是加给压电片的电压。将 ( 8) 代入 ( 6) , 并利用 ( 7) , 消去 W m , 可得

∑
∞

m= 1

d2
T m

dt
2 + ∑

∞

m= 1
X2

mT m =
1
QA∑

∞

m= 1
F m + ∑

k

i= 1
CmiV i ( 9)

　　由 ( 9) 式可见, 为了利用模态法进行进行振动控制, 只需把反馈电压取为模态位移和模态加速度

的线性组合

V i ( t) = AT m + Bd2
Tm/ dt2　　( i = 1, 2,⋯, k) ( 10)

这里 A= QA X2
m/∑

∞

m= 1

Cmi , B = QA /∑
∞

m= 1

Cmi , 就可以有效地抑制振动, 若以 前 k 阶模态为控制对象, 则

( 9) 成为

∑
∞

m= k+ 1

d2
T m

dt
2 + ∑

∞

m= k+ 1
X2

mT m =
1
QA∑

∞

m= 1
Fm ( 11)

2. 2　压电片尺寸和位置对控制电压的影响

由 ( 8c) 及和差化积公式, 可得

Cmi = 4mP
l
2 E

p
i bi( h + h

p
i ) d isin

mP( x i1 + x i2)
2l

sin
mP( x i2 - x i1 )

2l
( 12)

考察 ( 10) 中各项的系数, 对控制第 m 阶模态的压电片可得如下结论:

¹ 为了保证反馈电压不是无穷大值, 有如下限制条件

　　对位置　　　　　　 x i1 + x i2≠ 2nl/m ,　n = 1, 2,⋯, m - 1.

　　对尺寸　　　　　　 x i2 - x i1≠ 2nl/m ,　n = 1, 2,⋯, [m/ 2] .

º在尺寸给定时, 使反馈电压取最小的压电片位置, 应满足下述方程

x i1 + x i2 = ( 2n + 1) l /m,　n = 0, 1, ⋯, [m - 0. 5] .

　　»使反馈电压取最小的压电片位置和尺寸的理想组合是
x i1 + x i2 = ( 2n + 1) l /m,　n = 0, 1, ⋯, [m - 0. 5] .

x i2 - x i1 = ( 2n + 1) l/m ,　n = 0, 1,⋯, [ (m - 1) / 2] .

　　注意结论»只有在m较大时, 所得到的压电片尺寸才有实用价值, 对一般控制低阶模态的问题, 结

论º更为常用。

2. 3　控制结果及分析

设压电片和梁的密度分别为7600kg/ m
3, 2700kg/ m

3, 梁的长、宽、高分别为1= 508mm, b = 30mm ,

h = 3. 718mm , 弹性模量E = 70GPa. 压电片弹性模量和压电应变常数
[ 7]分别是 E

p = 63GPa, d
p = 180

×10- 12m/ V , 厚度均为 h
p = 0. 254mm. 计算可知梁前两阶圆频率是209. 01Hz和836. 02Hz. 共计算了

三种情况: 自由振动, 受迫振动和共振。自由振动时, 假设梁的振动规律是

v ( t ) = ∑
∞

m= 1

1
1000 õm2cosXmtsin

mPx
l

受迫振动和共振时假定梁受到作用于中心点的余弦力p( t ) = 10cosXt ,频率分别是500. 0Hz和209. 0Hz.

我们使用两块压电片抑制梁的前两阶模态的振动, 压电片都为50mm 长, 最佳位置是: 控制第一阶

模态的压电片中心点在254mm 处, 控制第二阶模态的压电片中心点在127mm 或381mm 处。这正好是

前两阶振形的峰值点。压电片所需的反馈电压可由 ( 11) 式确定。我们计算了梁的中心点在控制前后的

27林西强等: 含压电片梁的振动控制



图3　自由振动时梁中心点响应曲线

Fig . 3　Free vibrat ion response of the cent ral point

响应曲线, 结果如图3～5所示。

由图中所给曲线可以看出, 在使用压电片

进行梁的振动控制时, 对由结论º公式确定的

位置和 ( 11) 式求出的反馈率, 无论对自由振

动, 还是受迫振动, 控制效果都十分明显。需要

指出的是, 在实际应用时, 要根据具体情况, 决

定抑制哪几阶模态, 而且对反馈电压要进行检

测, 以防击穿压电片, 造成整个控制失败。

4　结束语

本文借助阶梯函数, 建立了含压电片梁的

横向振动方程。在此基础上, 利用模态法, 进行了梁的振动控制研究。仿真结果表明, 用压电片作为执

行器, 无论对自由振动还是受迫振动, 控制效果都十分明显。将本文所用的方法作适当推广, 又可进行

含压电片板的研究。这些工作都将为压电片能更好地在工程中得以应用打下基础。

图4　受迫振动时梁中心点响应曲线

Fig . 4　Forced vibration response of the cent ral point

图5　共振时梁中心点响应曲线

Fig. 5　Resonance response of th e cent ral point
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