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　　摘　要　通过对图像的小波变换系数进行阈值操作, 可以有效降低噪声, 同时又较好地保持图像细节。

在文章中详细讨论了这种小波阈值降噪技术 , 并给出了在此种降噪方法中阈值选取的几种方法。由实验结果

可以知道此种小波阈值方法是一种有效的图像降噪方法。
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Abstract　In this paper , the application of wavelet tr ansform in image de-noise is studied. V ia thresholding operation

in w avelet domain of image, it can r educe no ise effectively, and at the same time, w ith a litt le lo ss o f image det ail. Detail

discussion o f this w avelet t hr esholding method is pr esented in t his paper , and some met hods o f thr esho ld select ion ar e

also given. It has been proved that the wavelet thresholding technology is an effective method fo r image de-noise.
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图像降噪是图像预处理中一项应用比较广泛的技术, 其作用是为了提高图像的信噪比, 突出图像

的期望特征。图像降噪方法有时域和频域两种方法, 但是归根到底是利用噪声和信号在频域上分布的不

同进行的: 信号主要分布在低频区域, 而噪声主要分布在高频区域, 但同时图像的细节也分布在高频

区域。所以, 图像降噪中一个两难的问题是如何在降低图像噪声和保留图像细节上保持平衡, 传统的低

通滤波方法将图像的高频成分滤除, 虽然能够达到了降低噪声的效果, 但破坏了图像细节。如何构造一

种既能够降低图像噪声, 又能够保持图像细节的降噪方法是此项研究的目标, 而这在小波变换这种强

有力的信号分析工具出现以后已经成为可能。

由于小波变换同时具有时域和频域上的局部性特性, 优于傅立叶变换, 所以它一出现, 很快就普

遍应用于信号与图像处理中。本文介绍了一种基于小波变换的图像降噪方法——小波阈值方法。在文章

中, 详细介绍了小波阈值方法的理论基础和技术细节, 给出了阈值的选取方法。

1　小波阈值方法

1. 1　Daubechies小波变换

函数 7 ( t ) 被称为小波函数, 当且仅当其傅立叶变换 7 (N) =∫
+ ∞

- ∞
7 ( t) e- 2PitNdt满足允许性条件:

∫
+ ∞

- ∞

û7d( X) û2

X dX = C7 < ∞ ( 1)

　　标准母小波 7 ( t) 分布在 0周围,规定它的尺度为 1, 子小波 7 ( s, b) ( t ) 是如下定义的:

7 ( s, b) ( t ) =
1

s
7 ( t - b

s
) ( 2)

其中, s是尺度( s > 0) ,实数 b 为偏移量。
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Daubechies构造了一类小波 7 ( t) , 这类小波是从尺度函数 5 ( t) 得出的, 而尺度函数 5 ( t) 又是下
列差分等式的解:

5 ( t ) = ∑
k

Ck5 ( 2t - k) ( 3)

　　在这个等式中, 尺度参数是2, 偏移变量是 k,如果系数序列{ ck } 是有限长度的,则小波函数 7 ( t ) 和
尺度函数 5 ( t) 是紧支撑的。

尺度系数 { ck}
N - 1
k= 0 满足下列条件:

正则条件 ∑
N - 1

k= 0
ck = 2 ( 4)

正交条件 ∑
N - 1

k= 0
ckck- 2m = 2D0m, Dmn 是离散Dirac Delta函数 ( 5)

消失矩条件 ∑
N - 1

k= 0

( - 1) kkmck = 0,　m = 0, 1,⋯, p - 1, p < N ( 6)

　　正则条件保证了尺度函数 5 ( t ) 定义了一个低通滤波器, 消失矩条件必须在 p = 1是成立, 以保证

尺度上的所有偏移构成了 L
2( R ) 的一个正交基。

小波从序列 { ck } 构造出来, 即

dk = ( - 1)
- k
c1- k ( 7)

7 ( t) = ∑
k

( - 1)
k
d1- k5 ( 2t - 1) ( 8)

则 {dk } 被称为小波系数, 它定义了一个带通滤波器。

满足公式 ( 3) , ( 4) , ( 5) , ( 6) , ( 7) , ( 8) 的紧支撑小波称为 Daubechies小波, 记为 DP , 其中P

= 1, 2,⋯, N = 2P , 下标 P 是消失矩的数目, N 表示在离散小波变换中相应 Daubechies小波系数的

最小非零数目。

1. 2　小波阈值方法

假设已经获得观测公式如下,

y i = x i + Rn i　　　i = 1,⋯, N ( 9)

其中n i 为零均值的白色高斯噪声, R为其方差, x i 为期望信号, y i 为观测值。滤除噪声 ni 的问题可以认

为是如何将 x 从观测值 y 中恢复出来。

记离散小波变换的变换矩阵为 W , 则对 ( 9) 式进行小波变换得到:

Y = X + N　　或　　Y i = X i + N i ( 10)

这里, Y = Wy , X = Wx , N = W Rn . 对应于 W , 存在逆变换矩阵 M , 满足WM = I .

由小波变换的特性知道, 高斯噪声的小波变换仍然是高斯分布的, 它是均匀分布在相空间的各个

部分上的, 而信号由于其带限性, 它的小波变换系数仅仅集中在相空间上的一小部分, 这样, 从能量

的观点来看, 在小波域上, 所有的小波系数都对噪声有贡献, 也就是噪声的能量分布在所有的小波系

数上, 而只有一小部分小波系数对信号能量有贡献, 所以可以把小波系数分成两类, 第一类小波系数

仅仅由噪声变换后得到, 这类小波系数幅值小, 数目较多, 第二类小波系数由信号变换得来, 并包含

噪声的变换结果, 这类小波系数幅值大, 数目较小。从这点出发, 可以通过这种小波系数幅值上的差异

构造一种降噪方法。对信号的小波系数, 设置一个阈值 (由先验知识或自适应方法得到) , 大于这个阈

值的小波系数认为属于第二类系数, 即同时含有信号和噪声的变换结果, 可以保留 (简单保留或进行

后续操作) , 而小于这个阈值的小波系数, 则认为是第一类小波系数, 即完全由噪声变换而来, 去掉这

些系数。这样达到了降低噪声的目的。而同时由于保留大部分包含信号的小波系数, 又可以较好地保持

图像细节。

假设 x
d是 x 的一个基于Y 的估计。构造对角线性映射矩阵为 $= diag ( D1,⋯, DN ) , 其中 Di ∈ { 0,

1} , i = 1,⋯, N , 这样就可以得到估计 x
d = MX

d = M $Y = M $Wy

可以看出, 估计X
d是通过对小波域上的 Y 进行了简单的阈值操作后得到的, 对Y 中的小波系数仅
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仅通过保留或滤掉两种操作而得到估计 X
d
。

定义误差测度 ( l 2意义上) 为 R( Xd, X ) = E[ úxd - x ú22] = E[ ú(M( Xd - X ) ú22 ] = E[ úXd - X ú22]

对于对角线性映射矩阵 $ , 它的最优取值是 {Di = 1　当 X i > R} , 即只有相应的 X 值大于R的Y

值才会保留, 其余Y 值全部置为0。这样, 理想的误差为 R id ( Xd, X ) = ∑
N

n= 1

min( X 2, R2) . 当然, 理想的

误差是不可能达到的, 只是提供了一个误差的最下限。

综上所述, 小波降噪方法可以用一种三步策略来描述。

( 1) 对观测值 y 进行小波变换,得到小波系数 Y = Wy 。

( 2) 在小波域上, 对小波系数 Y 进行阈值操作, 有两种方式,

硬阈值操作: Xd = TH ( Y , t ) =
Y　　ûYû≥ t

0　　ûY û< t
( 11)

软阈值操作: Xd = T S ( Y , t) =
sgn( Y ) ( ûYû- t ) ûYû≥ t

0 ûYû< t
( 12)

其中 t 为阈值, sgn ( Y ) 为 Y 的符号。

( 3) 对阈值操作后的小波系数 X
d
进行小波反变换 x

d
= MX

d
, 就得到 x 的估计 x

d
, 也就是降噪的结

果信号。

2　实验结果

小波阈值方法最重要的一步是在小波域上对小波系数进行阈值操作。阈值选择恰当与否直接影响

到算法的有效性。文献 [ 4] 中提出一种阈值的确定公式,

t = 2logN R ( 13)

　　其中 R为噪声方差, N 是图像的像素点数。

在实际应用中, 我们发现按照公式 ( 13) 给出的阈值太大, 使过多的小波系数被置为0, 这样就破

坏了太多的图像细节。经过实验, 发现如果阈值取为3R , 效果很好, 既能够较好地滤除噪声, 同时图像

细节又保持得较好。

但是在实际环境中, 图像噪声的方差是不可能知道的, 因此需要对阈值的选取采用估计的方法。文

献 [ 1] 中提出了一种阈值的估计方法:

t
d
n = C1Rd 2logN ( 14)

其中, Rd= MA D / 0. 6745 ( 15)

MA D 为精细尺度上小波系数 ( n
Xj

1
- 1, k) k 的中值。

这种方法计算比较复杂, 实验结果也不能令人满意。在这里提出一种简单有效的阈值估计方法, 在

小波分解的第一级, 取小波系数中的高/高部分, 以它的标准偏差作为噪声方差 R的估计值 Rd , 再利用

公式 3Rd计算出阈值。
在实验中, 我们将原始图像人为地加上高斯白噪声, 利用本文介绍的小波阈值方法来降噪, 小波

变换采用 Daubechies 小波函数进行小波变换。图像大小为256×256, 高斯白噪声方差 R分别为20, 50。

阈值操作采用硬阈值操作方法, 阈值分别采用公式 ( 13)、3R和我们提出的阈值估计方法。在对小波系
数进行阈值操作时, 一种是只对小波变换的高频部分的系数进行阈值操作, 而小波变换的低频部分不

进行任何操作, 予以保留, 另一种方法是对所有系数进行阈值操作, 然后再重构信号。在本文给出的实

验结果中, 阈值操作是在所有的小波系数上进行的。

在图像噪声方差 R为50时, 得到实验结果如表1所示。

从实验结果可以看出, 小波降噪方法在图像降噪方面有着很好的效果。从 SN R 和MSE 指标衡量,

降噪后的图像在这两个指标上都有很大的提高。同时, 从降噪后的图像上可以看出, 图像的细节保持得

较好, 见图1。所以在实际应用中, 小波降噪方法是一种很有效的降噪技术。
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表1　实验结果数据, R= 50

T ab. 1　t he experiment dat a, R= 50

SN R MSE

降噪前 9. 827 2216. 335

阈值为3R的降噪结果 19. 571 234. 743

阈值为公式 ( 13) 时的降噪结果 19. 224 254. 290

阈值由估计得出时的降噪结果 20. 117 207. 001

图1　实验结果图像, R= 20

Fig. 1　Th e exp eriment r esu lt im age, R= 20

3　结论和讨论

本文只介绍小波阈值方法的基本细节, 如前所述, 小波阈值方法是一种很灵活的技术, 有很多方

面值得研究, 在以后的工作中值得关注如下一些问题:

( 1) 小波变换的形式: 本文是应用正交小波变换来进行小波阈值降噪, 其实在图像降噪应用中, 非

正交小波交换, 冗余小波变换等变换形式更适合于降噪应用, 另外, 在小波变换形式中, 引入平移和

方向上的不变性, 对于降噪应用也很有帮助。

( 2) 阈值选取问题: 新的阈值策略是不是可以对小波变换的不同级数和小波系数的不同部分利用

不同的阈值进行操作, 即采用局部阈值的方式。
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