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　　摘　要　针对截尾试验数据的情况, 给出了二元混合指数分布模型的平均寿命和可靠性函数的严格的

Bayes 点估计, 并运用最大熵准则给出了可靠性函数的近似的 Bayes 置信下限估计。
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Abstract　In this paper , the exact Bayesian estimat or s of mean life and reliabilit y function for the mix tur e of tw o

exponential failur e distr but ions ar e achieced, based on t he censo red test data from this model. The approx imat e low

confidence limit estimat e of r eliability function is obtained by using max imum entr opy met hod.
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当系统是在不同的环境下制造或使用, 或是由多种分布单元组成一般结构系统, 其寿命分布模型

往往已不再是一些简单的分布模型如二项分布、指数分布等, 通常要用较为复杂的分布模型或一些简

单分布的加权多项式 (及混合分布模型) 来描述。考虑如下的指数混合模型, 其概率密度函数为

f ( t/ H1 , H2 ) = [ ( p /H1) exp( - t /H1 ) + ( 1 - p ) /H2 õexp( - t/H2) ] ( 1)

　　Nand 和 Sam ir
[ 1]
给出了上述模型的Bayes分析方法, 但只考虑了定数截尾试验数据的情况, 且只

给出了参数的点估计。而在可靠性工程中, 置信区间估计比点估计往往更具有意义。所以本文在考虑定

时和定数两种截尾试验数据的情况下, 就 p 已知的情况对上述模型作出分析, 并最终给出了可靠性参

数的Bayes点估计和置信下限估计。

1　模型分析及标记

( 1) 对于上述 ( 1) 式中所描述的混合指数分布模型, 其平均寿命和可靠性函数可分别表示为

L= [ p H1 + ( 1 - p ) H2 ] ( 2)

R ≡ R( t ) = [ pexp( - t /H1) + ( 1 - p ) exp( - t/ H2 ) ] , t > 0 ( 3)

　　( 2) 针对模型 ( 1) 本文考虑如下两种常见的试验抽样方案。

a) 定数截尾试验 ( n, 无, 时) : 当进行到有 r 个单元失效时, 试验结束。得失效时间 t1 , t2 , ⋯, tr

及 n- r 个未失效单元, 其总试验时间为 T =∑
r

i= 1
ti+ ( n- r ) t r .

b) 定时截尾试验 ( n, 无, 数) : 在 t= ts时, 试验结束。假设有 r 个单元失效, 其失效时间为 t1 , t2 ,

⋯, tr , 另有 n- r 个单元未失效, 则总试验时间为 T = ∑
r

i= 1
ti+ ( n- r ) t s.
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( 3) 在后面的计算和推导中, 我们需要以下几个结果

　　 a ) ∫
∞

0
y
- A
exp( - B/ y ) dy = # ( A - 1) / B

A - 1
, A > 1, B > 0 ( 4)

　　 b) 对任意 b> 0

∏
r

i= 1
{ 1 + bexp[ - ti( 1/H2 - 1/H1) ] } = 1 + ∑

r

l= 1
b
l∑
( l)

exp[ - ( 1/H2 - 1/H1) ]∑
l

s= 1
t i
s

( 5)

　　其中∑
( l)

≡∑
r

i
1
= 1
∑

r

i
2
= 1
⋯∑

r

i
l
= 1
, i 1< i2< ⋯< il ( 6)

　　( 4) 为统一试验数据的形式, 考虑如下的统计量

T r = ∑
r

i= 1

tr + ( n - r ) t- ( 7)

其中当试验数据为定数截尾 (或者定时截尾) 试验数据时, t
-= tr (或者 t

-= ts )。同时为方便后面计算式

的表达, 定义如下几个中间统计量

Uk = ( T r - kt
-) ( 8)

V k, l = U k - ∑
l

s= 1

ti
s

( 9)

W k, l = ∑
l

s= 1

t i
s
+ kt- ( 10)

2　参数的 Bayes验后分布

首先假设 Hi ( i= 1, 2) 服从逆 gamma 验前分布 IGamma ( a i, bi) , 且考虑 H1和 H2是验前相互独立
的, 则有联合验前概率密度函数

P( H1 , H2) ∝ [∏
2

i= 1

Hi ( - a
i
+ 1) ] õ exp[ - ∑

2

i= 1

( bi /Hi ) ] ( 11)

其中0< H1 , H2< ∞, a1 , a2 , b1, b2> 0.

同时, 由给定的试验数据, 我们很容易得到如下的似然函数

l ( T /H1, H2) = ∏
r

i= 1
f ( t i/H1, H2 ) õ[ p exp( - t

-/H1 ) + ( 1 - p ) exp( - t
-/H2) ] n- r

= [ p nexp( - T r /H1) /Hr1] õ {∏
r

i= 1
[ 1 + ( 1 - p ) / p õ (H1/H2) õ exp( - ti ( 1/ H2 - 1/H1 ) ) ] }

õ [ 1 + ( 1 - p ) / p õexp( - t
-( 1/ H2 - 1/H1) ) ] n- r

( 12)

对上式的最后一个因子进行二项式展开并运用 ( 5) 式可得

l ( T /H1, H2) = ∑
n- r

k= 0

n - r

k
p

n- k( 1 - p ) k õ [H- r
1 exp( - Uk /H1 - kt

-/H2 )

+ ∑
r

l= 1
∑
( l)

( ( 1 - p ) / p ) lH1- ( r - l)H- 1
2 exp( - V k, l /H1 - W k, l/H2) ] ( 13)

进而由 ( 11) 及 ( 13) 式根据 Bayes定理得 H1和 H2的验后联合概率密度函数为

P(H1, H2/ T ) = C
- 1
1 ∑

n- r

k= 0

n - r

k
P

n- k
( 1 - p )

k

õ[ H- ( r + a
1
+ 1 )

1 exp - ( Uk + b1) /H1 ) õH2 - ( a
2
+ 1) õexp( - ( kt-+ b2 ) /H2 )

+ ∑
r

l= 1
∑
( l)

( ( 1 - p ) / p ) lH1- ( l+ a
1
+ 1) H2 - ( l+ a

2
+ 1) exp( - ( V k, l + b1 ) /H1 - (W k, l + b2 ) /H2) ]

( 14)

其中C1为一常量, 它的引入是为了使得验后分布归一化。
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3　可靠性参数的 Bayes估计

考虑平方误差损失函数的情况, 我们需要得到 H1 , H2, L和 R 的估计及其验后方差 V 1 , V 2, V L, V R。

现注意如下积分

I ( s1, s2, m1, m2 ) =∫
∞

0∫
∞

0
H
s
1
1H

s
2
2 exp[ - t (m1/ H1 + m2 /H2) ] õC1P(H1 , H2/ T ) dH1dH2 ( 15)

我们将 ( 14) 式代入 ( 15) 式并运用 ( 4) 式的积分可以得到

I ( s1 , s2 , m1 , m2) = ∑
n- r

k= 0

n - r

k
P

n- k
( 1 - p )

k õ
# ( r + a1 - s1 )

( U k + b1 + m1 t)
r + a

1
- s

1
õ # ( a2 - s2)

( k t-+ b2 + m2 t)
a
2
- s

2

+ ∑
r

l= 1
∑
( l)

1 - P
P

l

õ #( r - l - s1 + a1 )
( V k, l + b1 + m1 t) r - l - s

1
+ a

1
õ # ( l - s2 + a2 )
(W k, l + b2 + m2t ) l- s

2
+ a

2

( 16)

这样由上式我们可以得到前面所提到的各参数的估计及其方差为

C1 = I ( 0, 0, 0, 0) , Hd1 = C
- 1
1 I ( 1, 0, 0, 0) , Hd2 = C

- 1
1 I ( 0, 1, 0, 0) ,

Ld = C
- 1
1 [ p I ( 1, 0, 0, 0) + ( 1 - p ) I ( 0, 1, 0, 0) ]

R
d = C

- 1
1 [ p I ( 0, 0, 1, 0) + ( 1 - p ) I ( 0, 0, 0, 1) ]

V 1 = C
- 1
1 I ( 2, 0, 0, 0) - Hd21 , V 2 = C

- 1
1 I ( 0, 2, 0, 0) - Hd22

VL = C
- 1
1 [ p

2
I ( 2, 0, 0, 0) + 2p ( 1 - p ) I ( 1, 1, 0, 0) + ( 1 - p )

2
I ( 0, 2, 0, 0) ] - Ld2

V R = C
- 1
1 [ p 2I ( 0, 0, 2, 0) + 2p ( 1 - p ) I ( 0, 0, 1, 1) + ( 1 - p ) 2I ( 0, 0, 0, 2) ] - R

d2

( 17)

4　可靠性函数的 Bayes置信下限估计

4. 1　可靠性函数的矩

由于 ( 14) 式的 H1和 H2的联合概率密度函数较为复杂, 因此很难通过变量的转换得出可靠性函数
R 的边缘分布的解析形式, 所以也就不能直接求出可靠性函数的置信下限估计。然而由 ( 17) 式可以求

得可靠性函数 R 的前 K 阶原点矩 Rk , k= 1, 2, ⋯, K :

R k =∫
∞

0∫
∞

0
R( H1 , H2 , t) P(H1, H2 / T ) dH1dH2 ( 18)

将 ( 3) 式代入上式并进行二项式展开得

R k =∫
∞

0∫
∞

0
∑

k

l= 0
(
k

l
) p

l
( 1 - p )

k- l
exp[ - t( l /H1 + ( k - l ) /H2) ] P(H1, H2 / T ) dH1dH2 ( 19)

与 ( 15) 式对照便可得

Rk = C
- 1
1 ∑

k

l= 0

(
k

l
) p l( 1 - p ) k- l

I ( 0, 0, l , k - l) ( 20)

　　由于 R 的分布形式未知, 所以我们考虑根据R 的前 k 阶矩, 并运用最大熵准则来求取R 的分布。

4. 2　最大熵方法

早在50年代, Jaynes就提出了关于信息理论的 Jaynes原理
[ 2]
: 在满足已知信息约束条件下, 通过

最大化熵得到的分布是含有最少主观偏见的概率分布, 是最合理的分布。

对于一连续随机变量, 其熵定义为

S = -∫R
P( x ) lnP( x ) dx

这里 P ( x ) 为概率密度函数。

Siddall
[ 3]指出: 当没有足够的信息可以确定某一密度函数的解析形式或在给定的信息下其解析形

式难以求解时, 就可以利用该未知分布的已知矩, 运用 Jaynes 原理进行求解。这样, 在满足已知矩约束

条件下, 通过最大化熵得到的密度函数是被求解的密度函数的最小偏差估计。

考虑连续随机变量的情况, 最大熵方法表示如下:
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最大化

S = -∫R
P( x ) lnP( x ) dx ( 21)

满足约束条件

∫R
P( x ) dx = 1

∫R
x

iP( x ) dx = mi , i = 1, ⋯, K ( 22)

其中K 为密度函数 P ( x ) 的已知矩的个数, mi 为第 i阶矩。

上式的求解实际上是一个有约束条件的非线性规划问题, 采用相应的数值最优化技术, 可以得到

一个P( x )的离散解。然而Siddal l
[ 3]认为绝大多数概率密度函数本质上都可以用如下的特定的解析形式

来逼近

P( x ) = exp(K0 + ∑
K

i= 1

Kix i ) ( 23)

　　运用以上最优化方法就可以求得 Ki, i= 0, ⋯, K 的值, 从而也得到了 P ( x ) 的估计。

假设已由上述方法求得可靠性函数 R 的密度函数的估计 Pd ( R ) , 进而由下式就可以得到 R 的置信

度为1- A的置信下限估计 RL。

∫
1

R
L

Pd( R) dR = 1 - A ( 24)
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3　结论

本文介绍的内容是我们近年来从事遗传算法和“面向控制”模型建模研究的小结。本方法在时域进

行, 无需把测量数据转换到频域。还把当前两个热点研究领域 (面向控制模型的建模、遗传算法计算)

有机地结合到一起来。

根据上述建模的实现方法, 我们进行了大量的仿真计算, 表明真实模型完全处于辨识出模型集中,

模型偏差硬边界小于0. 15úMú∞. 因此辨识算法鲁棒性好, 适用于鲁棒控制系统设计。
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