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　　摘　要　本文在对一阶变系数微分方程组的数值解分析的基础上, 提出了一种数值传递函数方法, 作为

对传递函数方法的一种直接推广。利用这种方法可以很方便地把传递函数方法扩展到各种变系数微分方程

问题, 本文以变截面梁为例进行了讨论, 并建立了一种通用单元以减少计算。数值算例表明本方法具有精度

高、应用灵活的特点。
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Abstract　A numerical distr ibut ed tr ansfer funct ion method ( NDTFM) is intr oduced for the analy sis o f st ate space

equations of distr ibuted par ameter sy stems w it h variable coefficient s. The method is the ex tension o f DTFM ( distr ibut-

ed tr ansfer function method) , and it is easy to use fo r var ious phy sical-mathematica l pr oblems w it h va riable par ameter s.

Wedge beam is analy zed using this m ethod, and a gener al element is derived to raise numerical efficiency. Numer ical r e-

sults show that this method is efficient and easy to use.
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传递函数方法是近年来由Yang、T an
[ 1]等引入进行分布参数系统的求解的, 由于方法本身的特点,

在求解具有变系数微分方程的问题时存在一定的困难。一般的处理方法是与摄动方法相结合, 求传递

函数的摄动解[ 2] , 但这种方法的推导繁琐, 难以形成一套通用的方法。本文在对一阶变系数微分方程组

的数值分析基础上, 对传递函数方法进行了扩展。本方法在形式上与传递函数方法非常相似, 可以很

方便地用于对变截面梁、圆锥壳、不规则板等问题的分析。本文将以变截面梁为例对本方法的具体应

用进行讨论。

1　变系数方程的传递函数近似解

本文研究具有如下形式的变系数分布参数系统的数值传递函数方法的数值方法:

G′= F( x ) G ( 1)

　　将区间 [ x 0 , x ] 分成n 个区间,区间长度 $i , 上方程的解可以表示为

G= l im
n→∞

( e
F( x) $

ne
F( x

n- 1
) $

n- 1⋯e
F( x

1
) $

1) G0 = <F ( x 0 , x ) G0 ( 2)

容易推得函数 <( x 0, x ) 的性质

d<F( x 0 , x )
dx = F ( x ) <F( x 0, x )　<F( x 0 , x ) = <F( x , x 0)

- 1
( 3)

对函数 <F( x 0 , x ) 可采用数值方法进行计算。易知当 F( x ) 的特征向量不随 x 变化时有
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<F ( x 0 , x ) = e∫
x
x
0
F( x ) dx ( 4)

设数值积分通式为

g ( x 0 , x ) =∫
x

x0

f ( x ) dx = ∑
n

i= 1

A if ( x i) ( 5)

将 ( 5) 式代入 ( 4) 并参照 ( 2) 可将其近似推广到特征向量可变的情况, 有

<F ( x 0 , x ) ≈ eF( x
n
) A

neF( x
n- 1

) A
n- 1⋯eF( x

1
)A

1 ( 6)

由 ( 2) 式可知当 n取得足够大时( 6) 可以收敛到精确解。用这种方法可以把标量数值积分的各种方法,

如高斯积分、梯形积分等等,直接近似推广到对 <F( x 0, x ) 的求解中。

得到齐次方程 ( 1) 式的解后, 可以很容易地得到非齐次方程的解。设方程为

G′= F( x ) G+ f-( x ) ( 7)

边界条件:

MG( - a) + NG( a) = d

其中, G为状态向量, d为节点位移向量, G为状态向量, 局部坐标 x ∈ [ - a, a] ,M、N 为系数矩阵。方程

图 1　变截面梁单元

Fig. 1　A w edge elemen t

( 7) 的解可以表示为

G( x ) = H( x ) d + f ( x )

其中,

H( x ) = <F( 0, x ) [M<F ( 0, - a) + N<F ( 0, a) ] - 1

f ( x ) = H( x )∫
a

- a
G( x , N) <F(N, 0) f-(N) dN

G( x , N) =
M<F ( 0, - a)　　　N< x

- N<F( 0, a)　　　N> x

　　由 ( 8) 式出发, 采用与解析传递函数类似的方法可对各种

物理问题进行分析。

2　变截面梁的通用单元构造

设矩形变截面梁, 宽度为 b,高度成线性分布,左端高度为h0, 右端高度为 hn ,梁长度为L。构造一个

矩形变截面梁单元,如图 1所示,取其局部坐标为 x ∈ [ - ax , ax ]。

梁的静力平衡方程为:

d
2

dx
2 EI ( x ) d

2
w ( x )
dx

2 = f e( x ) ( 9)

梁中弯矩、剪力的表达式为

M = EI ( x )
d2

dx 2w ( x )　　Q =
d
dx

E I ( x )
d2

dx 2w ( x ) ( 10)

其中,

EI ( x ) =
Eb
12

( h- + Ex ) 3 = C( h( x ) ) 3　E=
hn - h0

L
, 　h( x ) = h

- + Ex , 　C =
Eb
12

　　采用前述方法求解, 把方程 ( 5) 改写成标准形式 ( 7) , 然后对局部坐标 x 进行线性变换 x = kN。
这样方程 ( 7) 可以转化为

G′N= FN(N) GN+ f
-
N(N) ( 11)

MGN( - a) + NGN( a) = dN

其中, GN= {w　w
′
N　w

″
N2　w

Ê
N3} T　dN= {w ( - a)　w′( - a)　w ( a)　w′( a) } T
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FN( N) =

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 -
6B 2

( 1 + BN) 2 -
6B

( 1 + BN)

　f-N(N) = 0　0　0　
f e( kN)

Ec( 1 + Bx ) 3

T

B =
Ek
h
-、Ec =

Ch
-3

k
4 =

CE3

kB
3、a = kax、dN= TNxd、T Nx = diag ( 1, k , 1, k )

　　从方程 ( 11) 可以看出, 对单元长度L e以及变换系数 k 适当选取,可以使 B、a对不同的单元为常

数。这样根据问题的线性性质就可以得到一个通用单元划分, 在这种情况下只需要对一个单元的刚度矩

阵(以及某些分布情况下的节点载荷) 进行计算, 其它单元都可以由它们进行简单变换得到。

设单元总数为 n,单元 i的长度为 L i, 中点高度为 h
-
i ,左、右端点高度分别为 h i- 1、h i, 左、右端点坐标

分别为 x i- 1、x i,单元 i的变换系数为 ki , i = 1⋯n。经过推导可得各量之间的关系

L 1 =
h0

E

n

1 +
E
h0

- 1 　c = 1 +
E
h0
L 1　L i = c

i- 1
L 1

x i =
1 - c

n

1 - c
L 1　h i = h0 + Ex i　h

-
i =

h i- 1 + hi

2 　ki =
Bh i

E ( 12)

由上式即可确定高度成线性分布的变截面梁的通用单元划分。对其它高度分布的梁可以用本文单元分

段近似, 并且也可以得到通用单元划分。如果用两个单元, 一个作为通用单元, 另一个作调节, 则可

以很方便地对各种截面分布的梁进行划分, 而不须对长度作特殊的限制, 此时通用单元只需满足比例

关系L i = c
i- 1

L 1。

3　变截面梁的传递函数解

方程 ( 11) 的解由 ( 8) 给出。由 ( 8)、( 10) 式可以得到单元平衡方程

Ked = f e + Fe ( 13)

从式 ( 13) 出发, 对单元刚度矩阵和节点力组集, 可以得到总体平衡关系

Ksds = f s + Fs ( 14)

其中, 总体刚度矩阵K s、节点位移向量d s和节点力向量 f s、Fs分别由单元刚度矩阵K e、单元节点位移向

量 d和单元节点力向量 f e、Fe组集得到。

与 有限元相同,对式( 14) 引入边界约束之后求解可以得到总节点位移向量 ds ,从而得到各单元的

节点位移向量 d e。回代可以得到任意点的位移和内力。

根据上一部分的分析,笔者编制了程序对两端固定、受均布载荷变截面梁进行了分析计算,并与其

它方法的结果进行了比较。选取参数h0 = 0. 01m, h1 = 0. 1m , L = 10m , E = 100GPa, q = 1000N / m。结

果如表 1所示。

表 1　两端固定变截面梁挠度解 ( h1 = 0. 1, h0/ h1 = 0. 1, L = 10)

Table 1　displacement of clamped w edge( h1 = 0. 1, h0/ h1 = 0. 1, L = 10)

w ( 2. 5) w ( 5. 0) w ( 7. 5)

本文解

( 10单元)

2点矩形求积 0. 041091 0. 027488 0. 0079109

4点矩形求积 0. 041030 0. 027446 0. 0078985

6点矩形求积 0. 041018 0. 027438 0. 0078962

8点矩形求积 0. 041014 0. 027435 0. 0078954

有限元( 500单元) [2] 0. 040956 0. 027429 0. 0079047

传递函数阶梯解( 100单元) 0. 040937 0. 027404 0. 0078891

传递函数摄动解( 10阶) [2] 0. 038378 0. 027120 0. 0095545

精确解 0. 041009 0. 027432 0. 0078943
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以上算例表明, 本文方法能够很快收敛于精确解, 并且有很好的精度, 是一种很有发展前途的方

法。

4　结论

在对一阶变系数微分方程组的数值解分析的基础上, 提出了一种数值传递函数方法, 把各种数值

积分推广到对传递函数的求解中, 应用方便, 并且解析传递函数方法是它的真子集, 它可以用传递函

数方法直接扩展而得到。本文把这种方法应用于对变截面梁的分析, 为了减少计算量, 文中给出了一

种通用变截面梁单元, 这种单元利用了单元之间的相似性, 通过变换得到各单元之间的关系。本文方

法可以很好地推广到更复杂的情况, 比如, 动力学问题、圆锥壳、等参板条等等。
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