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　　摘　要　发展了单向并行分裂法 ( SP P ) 用于求解三对角和块三对角线性方程组, 算法考虑了三对角线

性系统求解中文件 I / O 及结果传输通信所占时间比例较大的特点, 充分利用了计算、文件 I / O 与通信三者之

间的重叠。分析了 SP P算法的计算与通信开销。在工作站机群上进行了测试分析, 结果表明 SPP 算法适合

于分布式计算。
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Abstract　SPP alg or ithm is dev eloped for the solut ion of tr idiago nal and blo ck tr idiago nal equations. In the so lution

of the tridiago nal system, file I / O and r esult transfer s ar e time consuming . SPP alg or ithm ha s taken the char acter istic in-

to account. T he ov erlapping of co mputat ion, file I / O and communicatio n is fully ex ploited. T he computation count and

communication count are analysed. T he alg or ithm is t ested o n N O Ws. It show s that SP P algo rithm is suitable for dis-

tr ibut ed computing .
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在科学与工程计算中经常遇到三对角型和块三对角方程组的求解问题, 例如, 计算流体力学中用

有限差分或有限体积方法离散三维 N-S方程, 经过近似因子分裂处理后, 可归结为三个块三对角方程

组的求解, 再经过标量化处理后只要解五个三对角方程组
[ 1]
。由于在理论与实际应用中的重要性, 三对

角或块三对角线性方程组的并行求解是数值并行算法研究的重要课题之一。

现在已有一些三对角方程组的并行求解法, 如循环约化法
[ 2]
、Wang 提出的分裂法

[ 3]
、P. H.

M ichielse和 H. Van der Vorst提出的 M ichielse&Vorst算法
[ 4]
等。但在分布式环境下, 有些算法如循

环约化法的通信开销太大, 分裂法和 M ichielse&Vor st 算法也没有有效减少计算量与通信量。

迟利华提出了双向并行分裂 ( DPP) 法[ 5] , 其通信建立次数为 2( p - 1) , 通信量为 3( p - 1) , 而

且改变了消元次序, 减少了等待, 比Wang 的分裂法和 Pichielse&Vors算法有较大改进。但是其算法

没有考虑数据文件的 I/ O 及结果数据传输时的通信, 而这些对整个求解过程的时间开销影响较大。本

文考虑了这些因素, 设计了单向并行分裂法 ( SPP) , 对三对角和块三对角方程组进行了求解与测试分

析。

1　SPP 算法

1. 1　SPP 算法解三对角方程组

设所求解的三对角方程组 A x = b 表示如下:
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　　设处理机数为 p ,不失一般性,设 n = pk, 将处理机编号为 N 1, N 2, ⋯ , N p。系数矩阵A 和右端项

b被预先按顺序平均分配到各处理机上。消元过程中引入的新的非零元就存储在 ai 和 ci 中, i = 1, ⋯ ,

n。算法描述如下:

步骤一: 各处理机读取各自的数据。

步骤二: 对 N 1, 首先将第一行对角元化为 1, 然后自上往下用第 i - 1行消去本机上的下次对角元

ai , 2≤ i≤ k,消去每一行的下次对角元后,将该行的对角元化为 1。对N j , 2≤ j ≤ p - 1,首先自上往下

用第 i - 1行消去第 i行的下次对角元 ai, ( j - 1) k + 2≤ i≤ j k ,消去每一行的下次对角元之后,将该

行的对角元化为 1,再自下往上用第 i + 1行消去第 i行的上次对角元 ci , ( j - 1) k + 1≤ i≤ j k - 2。对

N p ,首先将最后一行的对角元化为 1, 然后自下往上用第 i + 1行消去第 i行的上次对角元 d i , n - k +

1≤ i≤n - 1,消去每一行的上次对角元之后将该行的对角元化为1。经过步骤二后,各处理机上的系数

矩阵形状如下(图中略去了一些元素全为零的块,空白处为零元素,下同) :
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　　步骤三: 对 N p ,将本机上的第一行数据中的 a( p - 1)k+ 1 , b( p- 1) k+ 1向上传给N p - 1(对角元d (p - 1) k+ 1已经

化为 1,不必传,下同)。对 N j , 2≤ j ≤ p - 1,首先接收来自N j + 1的数据,用接收来的数据消去本机上最

后一行数据中的 cj k, 再将最后一行的对角元化为 1, 然后用本机最后一行消去本机第一行数据中的

c( j - 1) k+ 1 ,再将本机第一行数据中的a ( j- 1) k+ 1、b( j - 1) k+ 1 向上传给P j- 1 ,最后用本机最后一行消去本机其余

各行数据中的 ci, ( j - 1) k + 2≤ i≤ j k - 1。对 N 1, 首先接收 N 2 传来的数据,并用接收来的数据消去

本机上最后一行数据中的 ck, 再将最后一行对角元化为1。经过步骤三后,各处理机上的系数矩阵形状如

下:
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　　步骤四: 对N 1 , 首先将本机上最后一行数据中的 bk 向下传送给N 2 ,然后自下向上用第 i + 1行消

去第 i 行的上对角元 d i , 1≤ i≤ k - 1。对 N j , 2≤ j ≤ p - 1,首先接收 N j- 1 传来的数据,用接收来的

数据消去本机最后一行数据中的aj k , 再将本机最后一行数据中的 bj k 向下传给N j + 1,最后用接收来的数

据消去本机其余各行数据中的 ai , ( j - 1) k + 1≤ i≤ j k - 1。对 N p ,首先接收 N p - 1 传来的数据,用接

收来的数据消去本机上第一行数据中的 an- k+ 1, 然后自下向上用第 i - 1行消去第 i行数据中的 ai , n -

k + 2≤ i≤ n。经过步骤四后, 各机上的右端项 bi ( 1≤ i≤ n) 的值就是方程组的解。

步骤五:对N 1, 首先将本机上的结果写入文件,然后依次接收 N 2 ～N p 传送来的数据,并将其写入

文件。对 N 2 ～ N p , 将本机上的数据传送给 N 1。
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1. 2　SPP 算法解块三对角方程组

将三对角方程组系数矩阵中的元素换成等阶的方阵, 右端项的元素换为等长度的向量, 就成为块

三对角方程组。块三对角方程组的解法跟三对角方程组的解法相似, 不同之处在于前者中的对单个元

素的操作在后者中变成对矩阵块或向量的操作, 另外在后者中邻机间每次传送的数据不是一行而是几

行。

1. 3　算法说明

数据平均分配给各台处理机, 各机的负载基本相同, 而且数据匀齐, 便于程序处理。

根据系数矩阵的特点, N 1和 N p 在步骤二只进行单边消元,跟DPP 算法相比减少了计算量(对三对

角方程组求解而言,减少了 4n/ p 个乘法和 4n/ p 个减法)。

使用单向并行分裂, 并且让数据传送的方向是先由后向前传, 后由前向后传,使得编号越小的处理

机越早完成计算, N 1 按编号顺序接收各个处理机传来的结果,减少了后面的处理机的等待时间, 而且利

用了计算、文件 I/ O与通信的重叠。

步骤二中, N 2 ～ N p - 1 的向下和向上消元并未使系数矩阵中的非零元减少, 但它使得在步骤三、步

骤四中可以不是逐行消元而是跳过中间各行先消去本机上第一行或最后一行的非对角的非零元,之后

立即将消元后的一行数据传给邻机, 减少了各处理机之间的等待时间,并且也利用了计算与通信的重

叠。

2　测试结果及分析

2. 1　测试结果

在通过 10兆以太网互联的 NOWs上进行测试, 结点机为Pent ium 166, 内存各 64M B。串行计算

使用已知的最快算法追赶法, 块三对角求解中块大小为 3×3, 块求逆使用高斯消去法。测试结果如表

1、表 2, 其中 p 为处理机数, n为方程组的阶数, R 为 N 1 读数据的时间占其整个运行时间的百分比, S p

为加速比, 这里使用绝对加速比, 其计算式为

Sp =
最快的串行算法在单机上的执行时间
并行算法使用 m 台处理机的执行时间

表 1　对三对角方程组的测试结果

T ab. 1　Th e Performance for tr idiagonal equ at ions

n 10000 40000 160000 640000

p 2 4 6 2 4 6 2 4 6 2 4 6

R 60% 48% 30% 62% 44% 32% 61% 44% 34% 61% 43% 32%

S p 1. 65 2. 38 2. 59 1. 56 2. 09 2. 22 1. 59 2. 33 2. 61 1. 61 2. 16 2. 54

表 2　对块三对角方程组的测试结果

T ab. 2　Th e performance for block tr idiagonal equ at ions

n 3600 14400 57600 230400

p 2 4 6 2 4 6 2 4 6 2 4 6

R 64% 49% 39% 70% 48% 34% 72% 54% 44% 72% 55% 45%

S p 1. 88 2. 79 3. 13 2. 02 2. 74 2. 89 2. 06 3. 07 3. 78 2. 01 3. 08 3. 80

2. 2　结果分析

SPP 算法所需的存储量和 I/ O量跟串行追赶法的一样。计算开销的主要部分是乘除运算, 三对角

串、并行算法乘除法的计算开销分别为 5n和( 12p - 14) n/ p ,块三对角串、并行算法的乘除法的计算开

销分别为 34n和( 99p - 130) n/ p。

SPP 求解三对角方程组的通信量为 3( p - 1) + ( p - 1) ( n/ p ) , 求解块三对角方程组的通信量为
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15( p - 1) + ( p - 1) ( n/ p ) , 二者通信建立次数均为 3( p - 1) ,与 DPP 的相同。

令 s为并行求解的计算量与串行计算量之比值, p 为处理机台数,则 p / s为不考虑 I/ O及通信开销的

理论加速比。分别以三对角和块三对角求解时的一个算例为例, 实际运行时的加速比 S p 与理论预测值

的对比如表 3、表 4。
表 3　三对角 SP P 算法( n = 160000) 的理论加速比与实测加速比

Tab. 3　Th eoret ical and real sp eedup of SPP algorithm for tr idiagonal equ at ions

p 2 4 6 ∞

s 1 1. 70 1. 93 2. 40

p / s 2 2. 35 3. 11 0. 42P

Sp 1. 59 2. 33 2. 61 ——

表 4　块三对角 SP P算法( n = 57600) 的理论加速比与实测加速比

T ab . 4　T heoret ical and real speedup of S PP algorithm for block t ridiagonal equat ions

p 2 4 6 ∞

s 1 1. 96 2. 27 2. 91

p / s 2 2. 04 2. 64 0. 34P

Sp 2. 06 3. 07 3. 78 ——

当处理机数为 2时, 实测加速比较为理想, 甚至出现了超线性。这主要是因为使用 2台处理机时

计算量跟串行时一样, 且由于 cache 的影响, 使得访存的平均时间缩短, 因而获得了超线性加速比。

处理机数为4和 6时, 加速比不太理想, 是因为处理机数大于 2时总要因并行而引入冗余计算, 且

随 p增大冗余计算量也增大。但实测加速比都比理论加速比大, 是因为三对角型方程组求解, I/ O占整

个运行时间的比例很大, 而开始的文件 I/ O 部分是完全并行的, 对加速比贡献较大。此外, cache对实

测加速比的提高也略有贡献。

比较表 2和表 1可看出, 算法对块三对角方程组求解的加速效果比对三对角方程组加速效果好得

多, 这主要是因为二者的通信模式一样, 启动通信的次数相同, 前者只在计算时要比后者多传数据, 收

集结果时传送的数据量跟后者相同, 通信开销比后者大不了多少, 而其计算量是后者的几倍, 相对而

言, 它的通信时间占总时间的比例要小得多。另外, 前者中开始读数据的时间所占比例比后者中的大,

而这一阶段是完全并行的。综合这些原因, 前者的并行效果要好于后者。

3　结论

对三对角和块三对角方程组的并行分裂求解而言, 处理机数大于 2时总要引入冗余计算, 所以处

理机数大于 2时的加速比理论上就不能很高。但是由表 3、4可以看出, 随着处理机数的增加, 并行求

解的计算量与串行计算量的比值逐步趋于一个固定的常数, 处理机数目达到一定规模后, 增大处理机

数对这一比值的影响就很不明显了。相反, 处理机数目增大时, 文件 I/ O 处理部分并行度更高, 核心

计算部分并行度更高, 所以实测加速比会随处理机数的增加而增加。本文所发展起来SPP 算法不失为

分布式环境下求解三对角和块三对角方程组的一种较为理想的算法。
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