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　　摘　要　在柔性机械手的控制中, 末端加速度反馈是一种抑制振动有效而简便的途径。但直到现在对其

中抑制振动和稳定性的机理并不很清楚。本文深入系统地分析了其内在原因, 证明其反馈稳定性, 并在自行

建立的柔性手实验平台上完成了实验证明, 得出了几个确定性有实际指导意义的结论。
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Abstract　End-point accelerat ion feedback is a kind o f simple and efficient met hod for v ibr ation suppression of flexi-

ble manipulato r, but until now the mechanism of vibr ation suppression and stability is not ver y clear . The paper has

made a thor ough and system atic analysis of the built -in mechanism and proved its feedback stability . Some cor rect and

guiding conclusions have been draw n, and a lso verified exper imentally .
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柔性机械手因其结构细长和质轻的特点, 在航空航天中有重要的应用。通常的刚性控制方法使得

这种细长的机械臂在运动过程中会产生较大的弯曲变形和较强的残余振动。不少学者指出非并置的传

感器输出反馈使闭环控制系统不稳定, 但远离驱动器的末端加速度反馈会对柔性振动有抑制作用。本

文对单杆柔性机械手的加速度输出反馈机理进行分析研究, 并证明其反馈稳定性, 完成了实验比较与

验证。

图 1　平面单杆柔性机械手

Fig. 1　On e-lin k f lexible manipulator in plane

1　柔性机械手纯弯曲振动的动力学方程

考虑图 1所示水平面内旋转的单杆柔性机

械手, G表示旋转坐标系对惯性坐标系 ox 0y 0的

刚性转角, w ( t , x ) 表示臂上任一A 点的相对柔

性偏移, y ( t, x ) 表示A 点的绝对位移, H表示实
际可测量的关节转角 (切线) , 柔性机械手的柔

性臂为欧拉梁, 只考虑横向弯曲振动

y ( t , x ) = xH( t) + w ( t , x ) = ∑
∞

m= 0

Um( x ) qm( t)

( 1)

经过无因次化与正交化, 可导出系统在有外加

力矩情况下的模态坐标运动方程:
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Gb( t) = u( t)

qbm( t) + X2
mqm( t) - z mu( t) = 0

( 2)

其中, z m = -
e
X2
m
U″m( 0) ,　e = 1 + bc + b/ 3, m = 1, 2,⋯, ∞

在文献 [ 5] 中有详细的动力学分析推导以及变量参数说明。

2　加速度反馈控制的抑振机理与稳定性分析

将方程 ( 2) 化为如下系数的状态方程:

X = #Xa+ PX + Qu( t )　X , Q∈ R
( n+ 1)×1, P , # ∈ R

( n+ 1)×( n+ 1) ( 3)

其中, X ( t ) = [ G( t) , q 1( t ) , q2( t ) ,⋯, qn( t ) ] T , n→∞

P = diag ( 0, - X2
1 , - X2

2, ⋯, X2
n ) ,　Q = ( 1, z 1,⋯, z n ) T, # = ( 0, - 2N1X2,⋯, - 2NnXn) T

其中, Nn为阻尼系数, 如果在柔性机械臂的末端安装了单自由度加速度计测量横向的末端加速度, 无因

次加速度计的输出为

acce = w
b( l , t) + Hb( t ) ( 4)

首先考虑加速度计输出反馈, 该控制项可表示为

Ua = K a[ yb( l, t ) + Hb( t ) ] ( 5)

其中 K a为加速度反馈增益。同时采用 PD 控制方法, 即关节位置偏差和关节角速度反馈, 实现末端的

位置控制, 不失一般性, 令期望位置为零, 则总的控制量为

U = U p + U d + U a = K pH( t ) + K dHa( t) + K a[ yb( l , t) + Hb( t ) ] ( 6)

将 ( 6) 式展开得

U = K p G+ K dGa+ K aGb+ K pb∑
∞

m= 1
r mqm + K db∑

∞

m= 1
r mq
a
m + K ab∑

∞

m= 1
r mq
b
m + K a∑

∞

m= 1
Um( l ) qbm ( 7)

并将 ( 7) 分解为三部分

U = U 1 + U2 + U 3 ( 8)

其中, U 1 = K pG+ K dGa+ K aGb,　U 2 = K pbRq + K dbR qa+ K abR qb, U 3 = K aU( l ) qb

U( l ) = [U1 ( l ) , U2( l ) ,⋯, Un( l ) ] , 　　R = [ r1 , r2 ,⋯, rn] ,　　q = [ q1, q2 ,⋯, qn ] T ,　n→∞

将 U 代入 ( 3) 式后, 系统方程变成:

[ I - K kT - K aT′] Xb+ [ - K dT - # ] Xa+ [ - K pT - P] X = 0 ( 9)

令 A′= I - K aT - K aT′, B′= - K dT - # , C′= - K pT - P

其中, T =
1 bR

Z
T

bZR
　　T′=

0 U( l )
On×1 U( l ) T

R

方程右乘一个对角矩阵 diag [ 1, 1/ ( eb) , ⋯, 1/ ( eb) ] , ( 9) 式则化为

A X
b+ BXa+ CX = 0 ( 10)

　　如果K d , K p 都小于0, 那么B , C都为正定矩阵,系统的稳定性完全取决于A ,当A 的行列式det ( A )

< 0, 即 A < 0负定, 系统肯定是不稳定的。而

A =

1 - K a - K a [U1( l ) / b + r 1] ⋯ - K a [Un ( l ) / b + r n]

- K ar 1 1 - K ar1 [ r1 + U1( l ) / b] ⋯ - K ar1 [ rn + Un( l ) / b]

� � �

- K ar n - K ar1 [ r2 + Un( l) / b] ⋯ 1 - K arn [ rn + Un( l ) / b]

　n→∞ ( 11)

因此系统的稳定性与 Um( l ) 的符号及 r m = -
1
X2
m

U″m( 0) , m = 1,⋯, n的符号有关。

可见,柔性机械手中考虑高阶弹性模态的加速度反馈,其增益K a的选择较困难。是正反馈还是负反

馈,大小为多少都难以确定,因为加速度反馈的稳定性与向量 U( l ) = [U1 ( l ) , U2( l ) ,⋯, Un( l ) ] , R = [ r1 ,

r2 ,⋯, rn ] 各元素的符号有关。
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由上可知,影响加速度反馈稳定性的部分完全是末端的弹性模态振动加速度部分引起的。如果只取

加速度传感器输出的另一部分分量, 即关节转动的刚性角加速度负反馈, K a < 0, 这时的系统矩阵相当

于变成

A 0 =

1 - K a - K ar 1 ⋯ - K ar n

- K ar1 1 - K ar
2
1 ⋯ - K ar n

� � w - K ar n

- K arn - K ar n ⋯ 1 - K ar
2
n

( 12)

其是对称的, 并且因为 K a < 0, r m > 0, m = 1,⋯, n, 容易证明系统矩阵 A 0总是正定对称的。

从末端加速度计的输出信号中可以很容易用有源低通滤波器分离出低频的刚性转动加速度分量,

这时的末端加速度输出反馈相当于在关节轴并置的加速度传感器输出反馈。因为 A 0是对称正定的, B ,

C 也是正定的, A - 1
0 B , A - 1

0 C 可对称化。经过上面的分析之后, 此时系统的稳定性可以用并置传感器输出

反馈方法和[ 4] 中给出的引理对下列定理给予严格证明。证明略,见文献[ 5]。

定理　单杆柔性机械手的刚性转动加速度负反馈和 PD 控制使得闭环系统是稳定的。

从 ( 12) 式看出: 单杆柔性机械手的加速度反馈控制策略能有效抑制弹性模态振动的真正原因在

于: 低频刚性转动加速度负反馈, 其在增大刚体模态运动惯性的同时, 却也增大了弹性模态运动部分

的惯性。

实验结果指出: 弹性模态的振动加速度反馈, 尤其是一阶弹性模态振动加速度反馈不利于柔性机

械手系统的减振, 反而容易造成不稳定。

3　末端加速度反馈控制的实验结果

柔性机械手实验系统见图 2, 柔性梁的长度 1m , 宽度 8cm , 厚度 1mm , 末端负载加速度计重量 45g。

图 2　柔性机械手实验系统

Fig. 2　Th e ex perimental s ystem of flexib le manipulator

实验记录了 Hd = 60°的如下各种控制情况下的阶跃响应。

( 1) 独立关节 PD控制: K p = 0. 3, K v = 0. 1,图 3,图 4;

( 2) 含有弹性振动加速度成分的反馈: K p = 0. 3, K v = 0. 1, K a = 25,图 5,图 6;

( 3) 末端刚性加速度反馈: K p = 0. 3, K v = 0. 1, K a = 25, 图 7, 图 8。
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图 3　关节 PD 控制的加速度响应

Fig. 3　Th e Acceleration response of PD

图 4　关节 PD 控制的关节轨迹响应

Fig. 4　Th e joint t rajectory of PD

图 5　含一阶振动加速度反馈的加速度响应

Fig. 5　T he acceleration of one m ode feed back

图 6　含一阶振动加速度反馈的关节轨迹

Fig. 6　T he joint tr ajectory of one mode

图 7　末端仅含刚性加速度反馈的加速度响应

Fig. 7　T he response of only rigid acce. feed back

图 8　末端仅含刚性加速度反馈的关节轨迹

Fig. 8　T he joint t rajectory for rigid feedback
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