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　　摘　要　利用 MDARI ( Modified D iscr ete A lg ebraic Riccat i Inequality ) 技术给出了具有时间延迟的离散

时间系统存在 H ∞ 滤波器的充分条件和 H ∞ 滤波器设计方案, 同时给出解 M DARI 的迭代算法。
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Abstract　T his paper st udies the problem o f H ∞ filter ing fo r discr ete-time sy stems with time delay. The sufficient

conditions fo r the ex istence o f H ∞ filter a re der iv ed in terms of a Modified Discr ete A lg ebraic R iccati Inequalit y

( MDARI ) . M oreover the design met hod of H ∞ filter is obt ained based on a MDARI , which may be solved by a recursive

algo rithm.
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对于离散时间系统的状态估计问题,如果噪声的谱密度已知,我们可依据二次性能指标, 设计卡尔

曼滤波器来估计状态;而如果噪声的谱密度未知,但能量有界,我们可设计H ∞滤波器来估计状态。但是

实际工程系统往往存在时间延迟。对于延迟时间系统,文[ 1]处理思路是把它转化为高维的无延迟系统。

文[ 2]则直接针对延迟的离散时间系统H ∞控制问题,给出了基于 MDARE( M odified Discrete Alg ebra-

ic Riccat i Equat ion)的设计方案。但是是否可以直接设计延迟的离散时间线性系统的 H ∞滤波器呢? 本

文给出了肯定的回答。

为了解决具有时间延迟的离散时间线性系统的状态估计问题,本文首先在引理中给出了延迟时间

离散系统渐近稳定并且其传递函数满足 H ∞范数约束的充分条件,其条件是用 MDARI形式来表达的;

然后基于 MDARI 给出了 H ∞滤波器存在的充分条件和设计方案;最后还给出了求解 MDARI的迭代

算法。下面先给出问题的描述。

考虑具有时间延迟的线性离散系统:

X ( t + 1) = A X ( t) + A dX ( t - nd ) + Bw ( t) ( 1)

Y ( t) = CX ( t ) + v ( t) ( 2)

Z( t) = L X ( t) ( 3)

　　其中 X ( t ) 为系统的状态, Y ( t ) 为可观测的输出, Z( t) 为被估计的状态, w ( t ) 和 v ( t ) 分别为系统噪

声和测量噪声, nd 为状态延迟步数。

设计滤波器

X
d( t + 1) = A X

d( t ) + A dX
d( t - nd ) + K Y ( t) - C

d
X ( t ) ( 4)

Z
d( t) = L X

d( t) ( 5)

　　使估计误差传递函数 T ( z ) :
w

v
→ Z

~ = Z - Z
d满足 H ∞性能指标
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‖T ( z )‖∞≤ C ( 6)

　　显然,估计误差传递函数为T ( z ) = L z I - ( A - K C) - z
- n

dA d
- 1
[ B　- K ] , 其状态空间形式

为

X
~( t + 1) = ( A - K C) X~( t) + A dX

~( t - nd ) + [ B　 - K ]
w ( t )

v ( t )
( 7)

Z
~( t) = L X

~( t) ( 8)

　　为了表述问题的方便, 特引入如下定义:

定义 1　对于具有时间延迟的离散时间系统(式( 1)～( 3) )和 C> 0, 如果滤波器(式( 4)、( 5) ) 使得

估计误差传递函数满足性能指标( 6) ,那么称滤波器(式( 4)、( 5) )是系统(式( 1) ～ ( 3) ) 的带有指标C的
H ∞滤波器, 简称为H ∞滤波器 。

本文要考察的问题可以明确表述为:对于系统(式( 1)～( 3) )和C> 0,存在H ∞滤波器(式( 4)、( 5) )

的条件是什么?进一步,应如何设计 H ∞滤波器?

1　主要结果

引理　对于离散系统(式( 1)～( 3) ) ,如果存在正定矩阵 P > 0和 C> 0满足

M = Q - A dPA
T
d > 0 ( 10)

N = C2I - L PL
T
> 0 ( 11)

和

P > A PA
T
+ Q + A PL

T
N

- 1
LPA

T
+ BB

T
+ PA

T
d M

- 1
A dP + A PA

T
d M

- 1
A dPA

T
( 12)

这里, Q≥ 0 ,那么,系统

X ( t + 1) = A X ( t ) + A dX ( t - nd ) ( 13)

渐近稳定,且系统(式( 1)～( 3) )构成的传递函数 G ( z ) = L ( z I - A - z
- n

dA d ) - 1
B 满足

‖G ( z )‖∞ < C ( 14)

　　证明　考虑系统( 13)的对偶系统

X ( t + 1) = A
T
X ( t ) + A

T
d X ( t - nd ) ( 15)

及 Lyapunov 函数

V ( X ( t) ) = X
T ( t ) PX ( t) + ∑

t- 1

l= t- n
d

X
T ( l ) QX ( l) ( 16)

那么依据式( 10) , ( 15)和( 16)

$V ( X ( t) ) = X
T
( t + 1) PX ( t + 1) - X

T
( t) PX ( t ) + X

T
( t) QX ( t ) - X

T
( t - nd ) QX ( t - nd )

= X
T ( t) ( APA

T - P + Q ) X ( t )

　 + 2X T ( t ) APA
T
dX ( t - nd ) - X

T ( t - nd )MX ( t - nd) ( 17)

进一步依据式( 11)、( 12) ,整理式( 17)可得

$V ( X ( t ) ) = X
T
( t ) ( A PA

T
- P + Q + A PA

T
d M

- 1
A dPA

T
) X ( t)

- M
- 1/ 2

A dPA
T
X ( t ) - M

1/ 2
X ( t - nd)

T
M

- 1/ 2
A dPA

T
X ( t ) - M

1/ 2
X ( t - nd )

< - X
T( t) ( A PL

T
N

- 1
L PA + BB

T ) X ( t )

- M
- 1/ 2

A dPAX ( t) - M
1/ 2
X ( t - nd ) T

M
- 1/ 2

A dPA X ( t ) - M
1/ 2
X ( t - nd )

≤0

( 18)

故依据 Lyapunov 稳定性, 系统( 15)渐近稳定,因而系统( 13)渐近稳定。

为了证明 ‖G( z )‖∞ < C,特引入记号 z = ejH, S ( z ) = z I - A - z
- n

dA d , 则

G ( z ) = L S
- 1 ( z ) B

进一步整理不等式( 12)可得
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BB
T
< P - A PA

T
- Q - APA

T
dM

- 1
A dPA

T
- PA

T
d M

- 1
A dP - APL

T
N

- 1
L PA

T

= z
-
P z - APA

T - Q - A PA
T
d M

- 1
A dPA

T - PA
T
dM

- 1
A dP - A PL

T
N

- 1
L PA

T

= S ( z ) PS
*
( z ) + S( z ) PA

T
+ A PS

*
( z ) - APL

T
N

- 1
L PA

T

- ( Q + A PA
T
dM

- 1
A dPA

T
+ PA

T
d M

- 1
A dP

- z P A
T
dz
-- n

d - z
- n

dA dP z
- + A dPA

T
d ) ( 19)

注意到: Q = M + A dPA
T
d , 式( 19)可改写为

BB
T
< S( z ) PS

*
( z ) + S ( z ) PA

T
+ A PS

*
( z )

- A PL
T
N

- 1
L PA

T
- W ( z )W

*
( z ) - T ( 20)

这里

W ( z ) = z P A
T
dM

- 1/ 2 - z
- n

dM
1/ 2

T = 2A dPA
T
d + A PA

T
d M

- 1
A dPA

T ( 21)

由( 20)不难得

G ( z ) G* ( z ) = L S
- 1( z ) BB

T
S
- * ( z ) L T

< L PL
T
+ L PA

T
S
- *

( z ) L
T
+ L S

- 1
( z ) A PL

T

- L S
- 1
( z ) A PL

T
N

- 1
L PA

T
S
- *

( z ) L
T

- L S
- 1( z ) W ( z )W * ( z ) + T S

- *
( z ) L T ( 22)

所以

C2I - G ( z ) G* ( z ) > U ( z ) U * ( z ) + L S
- 1 ( z ) W ( z )W * ( z ) + T

S
- * ( z ) L T ≥ 0 ( 23)

这里

U ( z ) = N
1/ 2 - L S

- 1( z ) APL
T
N

- 1/ 2 ( 24)

故‖G ( z )‖∞ < C得证。
定理 1　对于系统(式( 1)～( 3) )和 C> 0 , 如果存在正定矩阵 P > 0和 0 < K< 2满足式( 10)、

( 11)和如下 MDARI:

P > A PA
T + Q + APA

T
dM

- 1
A dPA

T

+ PA
T
dM

- 1
A dP + BB

T
+ APL

T
N

- 1
L PA

T

+ ( K2 - 2K) P + R
- 1
+ P + ( 25)

这里

R + = I + CPL
T
N

- 1
L PC

T + CPA
T
dM

- 1
A dPC

T + CPC
T ( 26)

P + = A PC
T
+ A PL

T
N

- 1
L PC

T
+ A PA

T
d M

- 1
A dPC

T
( 27)

那么,延迟系统的 H ∞滤波器存在;并且让 K = KP+ R
- 1
+ ,滤波器( 4)、( 5)即为所求。

证明　注意到 K = KP + R
- 1
+ , 并整理( 25) ,可得 P 满足如下代数MDARI:

P > ( A - K C) P ( A - K C) T + ( A - K C) PL
T
N

- 1
L P ( A - K C) T + [ B - K ] [ B - K ] T

+ PA
T
d M

- 1
A dP + ( A - K C) PA

T
dM

- 1
A dP ( A - K C) T ( 28)

依据引理,定理 1得证。

注解 1:当 K= 1时, M DARI 不等式( 25)变为

P > A PA
T
+ Q + A PA

T
dM

- 1
A dPA

T
+ PA

T
d M

- 1
A dP

+ BB
T + A PL

T
N

- 1
L PA

T - P+ R
- 1
+ P+ ( 29)

于是可得如下推论

推论　题设如定理, 如果存在正定矩阵 P > 0 满足式( 10)、( 11)和 MDARI ( 29) , 其中( 29)式的

P + , R+ 的定义式分别为( 26)、( 27) ,那么延迟系统的 H ∞滤波器存在;并且让K = P + R
- 1
+ ,滤波器( 4)、

( 5)即为所求。

2　算法及其讨论

为了设计延迟系统 H ∞滤波器,必须解 MDARI( 25或( 29) ,下面就给出求解( 29)的迭代算法,求解
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( 25)的算法思想是基本一致的。

算法: 1) 选取 D> 0,使得 P 0 = DI ;并设置迭代最高次数 N , 及 i = 0.

2) 判断 P i 是否满足 C2I - L P iL
T > 0,是,转移下一步;否则令P i = AP i,其中0 < A< 1, 并重新

执行本步操作。

3) 求解 P i+ 1 = f ( P i) , 其中 f ( P ) = ( 29) 式右边的表达式。

4) 判断 P i > P i+ 1是否成立?是, P i 就是代数 Riccat i不等式( 11)的解,成功结束;否则转下一步。

5) 判断 i > N 是否成立? 如果成立, 搜索失败并结束,否则转下一步。

6) 判断 P i+ 1 > 0成立否?如果成立, 并令 i = i + 1, 转第 2步; 否则转下一步。

7) 选择 k > 0, 使得 kI + P i+ 1 > 0,并令P i+ 1 = kI + P i+ 1 ; i = i + 1 ,转第 2步。

注解 2: 由 P > 0, C2
I - LPL

T
> 0可知下式成立:

( P - 1 - C- 2
L

T
L ) - 1 = P + C2PL

T (C2I - L PL
T ) - 1

L P > 0

　　所以 P
- 1 > C- 2

L
T
L , 即对于预搜索的矩阵解, 其逆存在下界; 而如果 L

T
L 非奇异, 有 0 < P <

C2 ( L T
L ) - 1 .

注解 3: 对于 P P > 0, 0 < A< 1,以及固定的 C> 0,总可以找到 n > 0, 使得C2I - AnL PL
T
> 0,

所以本算法第 2步总是可行的。

注解 4: 当 P > 0时, f ( P) = f + ( P) - f - ( P)

这里 f - ( P)

= P + R
- 1
P P + ≥ 0

f + ( P)

= A PA
T + Q + APA

T
dM

- 1
A dPA

T + PA
T
d M

- 1
A dP + BB

T + A PL
T
N

- 1
LPA

T ≥ 0

由于总可以找到 k > 0,使得 kI > f - ( P ) ,因此总可以找到 k > 0, 使得 kI + f ( P i) > 0 .

故本算法的第 3)～7)步总是可行的。

3　结论

本文利用 MDARI 技术给出了具有时间延迟系统的离散时间系统的 H ∞滤波器存在的充分条件,

并给出解MDARI 的简明迭代算法。
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