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　　摘　要　本文对方程 x 3= Dy 2+ 1 中一般情形的 D 进行了讨论, 对 0< D< 100 且 D 不含平方因子, 不

定方程 x 3= Dy 2+ 1,仅当 D= 7, 26, 31, 38, 61 时, 有非平凡解, 而对于 D= 7, 26, 31, 38 和 61时, 我们给

出其部分解。
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Abstract　In this paper , w e st udy t he equation of the t itle w it h D general. The equation has nontr ivial integ er solu-

tions, only w hen D= 7, 26, 31, 38 or 61, fo r 0< D< 100 and squar efree. We have got some solut ions o f t he equation of

the tit le, if D= 7, 26, 31, 38 and 61.
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近年来, 关于不定方程 x
3= Dy

2±1的讨论仅局限于, 整数 D> 0且不含素因子 p≡1( mod3)的一

些特殊形式上。柯召、孙琦
[ 1, 2]
用初等的方法, 证明了当 D> 2时它们没有非平凡解。对方程 x

3
= Dy

2
+

1讨论的最好结果也就是, 对满足上面条件的 D> 0方程没有非平凡解。

本文对方程 x
3= Dy

2+ 1中一般情形的 D进行了讨论, 并当 0< D< 100时我们得到

定理 1　如果 D 不属于以下两种情况, 则方程 x
3
= Dy

2
+ 1没有正整数解,

1) D≡7( mod8) ,而且含有素因子 p≡1( mod3) ;

2) 3ûh, 而且含有素因子 p≡1( mod3) , h 是二次域 Q ( - D )的类数。

定理 2　对 2< D < 100且 D 不含平方因子, 不定方程 x
3
= Dy

2
+ 1,仅当 D = 7, 26, 31, 38, 61,

时,有非平凡解。

对于D = 7, 26, 31, 38和 61时, 我们给出其部分解。

不失一般性, 我们可以假设 D 不含平方因子,在虚二次域 Q( - D )上, 把方程 x
3
= Dy

2
+ 1分解

为( 1+ - D y ) ( 1- - Dy ) = x
3。很显然如果存在整数 a和 b,满足

± 1 + - Dy = ( a + b - D )
3
, ( 1a)

这就得到了方程的一组解 x= a
2
+ b

2
D , y= 3a

2
b- b

3
D。当然情况( 1a)只是方程 x

3
= Dy

2
+ 1有解的充分

条件, 并不是必要条件, 除非满足以下四个条件:

1) D ¢ 3( mod4) ;

2) 虚二次域 Q ( - D )的单位不出现问题;

3) 虚二次域 Q ( - D )有唯一分解性;

4) ±1+ - Dy 没有公因子。
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由方程( 1a)的实部得到

± 1 = a
3
- 3ab

2
D

这就导出a= ±1和 3b
2
D= 1±1, 我们得到仅有的解 b= 0。于是有

引理 1　情况( 1a)仅有解 x= 1, y= 0。

接下来我们讨论上面的四个条件。

首先, 如果仅满足条件 1) , 即仅有 D≡3( mod4) , 则方程 x
3= Dy

2+ 1有解的充分条件除( 1a)外还

应有

± 1 + - Dy = (
1
2 ( A + B - D ) )

3
, A ≡B ≡ 1 ( mod 2) ( 1b)

这里 x =
1
4
( A

2+ B
2
D ) . 由方程( 1b)的实部导出

± 8 = A
3
- 3B

2
DA

因为A 是奇数, 所以 A = ±1. 因此

± 8 = 1 - 3B
2
D

3B
2
D = ± 8 + 1 = 9或 - 7

这就得到B= ±1, D = 3。而对于 D= 3, 我们已经知道方程没有非平凡解。因此我们有

引理 2　情况( 1b)仅有平凡解 y = 0, x = 1。

接下来考虑虚二次域的单位。事实上, 除了 D = 3,虚二次域 Q( - D )的单位只有±1。而对于 D

= 3,文[ 2]早已证明方程 x
3= Dy

2+ 1没有非平凡解,因而单位问题对方程的解没有影响。

至于域 Q ( - D )的整数环是否是唯一分解环, 也就是是否有 h= 1。事实上我们并不需要 h= 1,

而只需要 3ûh, 这里 h是虚二次域的类数。例如 D= 26, h= 6,这种情况我们必须区别对待。因而影响

方程 x
3
= Dy

2
+ 1整数解仅是那些使得 3ûh 的 D。公因子是一个比较困难的问题, 不过也仅当 D≡7

( mod8)时,在域 Q( - D )中, 整数 2的素理想因子是±1+ - Dy 的公因子, 因而它会影响方程 x
3

= Dy
2+ 1的解。

综上所述, 我们得到定理 1.

对于定理 1中的两种不易处理的情况, 我们可以按下面的办法处理。通过文[ 4, 5]的讨论, 下面的

几个性质是成立的:

1. 设 D= D 1D 2, D 1不含 6k+ 1形的素因子, D 2仅含6k+ 1形的素因子,则方程 x
3
= Dy

2
+ 1有非平

凡整数解的充要条件是存在某个( p , q)使方程

x - 1 = D 1qa
2
, x

2
+ x + 1 = p b

2
, y = ab ( 2)

或

x - 1 = 3D 1qa
2 , x 2 + x + 1 = 3p b2 , y = 3ab ( 3)

有解,这里 p> 0, q> 0, pq= D 2, b¢ 0( mod3)。

2. 当 D> 2, p = 1时, ( 2)和( 3)均无非平凡解。

3. 当 p > 1时, 对方程( 2) ,我们有

( 2D 1qa
2 + 3) 2 + 3 = p ( 2b) 2. ( 4)

设 X
2
+ 3= pY

2
满足 2ûY 的全部解为 W n= an+ bn p , n∈Z,则方程( 4)的全部解为

{ ( a, b) : 2D 1qa
2 + 3 = ûanû, 2b = ûbnû,对某些 n∈ Z}

　　4. 当 p > 1时, 对于方程( 3)可以得到

( 6D 1qa
2 + 3) 2 + 3 = 3p ( 2b) 2 . ( 5)

设 X
2
+ 3= 3p Y

2
满足 2ûY 的全部解为 W n= an+ bn 3p , n∈Z,则方程( 5)的全部解为

{ ( a, b) : 6D 1qa
2 + 3 = ûanû, 2b = ûbnû,对某些 n∈ Z}

　　对于 1< D< 100,而且含有素因子 p≡1( mod3)时:
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1) 如果 3ûh, D 有 26、31、38和 61四个值;

2) 如果D≡7( mod8)时, D 有 7, 31, 39, 79和 95五个值。

下面我们讨论这几个值。

例 1　D= 38, 可以考虑方程

x - 1 = 6a
2
, x

2
+ x + 1 = 57b

2
, y = 3ab

可以化为

( 12a2 + 3) 2 + 3 = 57( 2b) 2

其全部可能解表示为

12a
2
+ 3 + 2b 57 = ± ( 15 + 2 57) ( 151 + 20 57)

n
= ± ( an + bn 57)

令 n= 0,解得 a= 1, b= 1, x= 7, y= 3

类似地得到以下 D 的部分解

D 7 26 31 38 61

x 2 3 5 7 13

y 1 1 2 3 6

例 2　D= 39, 只需考虑下面两个方程

x - 1 = 3a2 , x 2 + x + 1 = 13b2 , y = ab ( 6)

x - 1 = 9a2, x 2 + x + 1 = 39b2 , y = 3ab ( 7)

由( 6)得( 6a
2
+ 3)

2
+ 3= 13( 2b)

2
, 从而 3ûb,与 b 的假设矛盾,即方程( 6)无解

由( 7)得( 18a
2
+ 3)

2
+ 3= 39( 2b)

2
,其全部可能解表示为

18a2 + 3 + 2b 39 = ± ( 6 + 39) ( 25 + 4 39) n = ± ( an + bn 39)

bn+ 1 = 4an + 25bn≡ bn ≡ b0≡ 1( mod2)

因而 2b= ±bn无解,也就是方程( 7)无解。所以当 D= 39时,方程 x
3
= Dy

2
+ 1无非平凡解。

应用类似的方法可以证明当D= 79和95时,方程 x
3
= Dy

2
+ 1也没有非平凡解。综上所述, 我们得

到定理 2。
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