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用高阶高精度 WENO 格式求解二维激波附面层干扰流场
X

徐万武 , 王正华, 侯中喜, 王承尧

(国防科技大学航天与材料工程学院　湖南 长沙　410073)

　　摘　要: 采用时间相关法求解二维 Navier-Stokes方程, 数值模拟二维平板层流附面层与激波干扰流场,

给出了物面压力分布和应力分布。计算中, 对流项空间导数的差分离散采用高阶高精度WENO 格式, 时间

方向采用具有 TVD 性质的 Runge-Kutt a方法, 粘性项采用二阶中心差分。所得压力分布和应力分布与国外

实验结果吻合较好, 计算实践表明高阶WENO 格式具有优异的性能, 应用前景广阔。
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Abstract: The time-dependent numerica l m et hod is used to so lv e Navier-Stokes equat ions and simulate the 2D

shockwave planar boundar y-layer int eraction. In our computat ion , the high order accur acy WENO schemes are applied

to pursuing numerical appr ox imation of the inv iscid spat ial derivative. T o st ep on t ime, w e make use of the Runge-Kutta

methods w ith proper ty o f TVD. T he v iscous term is discremet ed by tw o-order centr al differ ence scheme. The r esultant

pressur e and shear distr ibution agr ee with those of the exper iments. T he numer ical pr act ice shows the WENO schemes

ar e robust and st rong indeed, and have a vast range of pr ospects fo r applica tion.
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在现代航空航天领域会碰上大量求解超音速与高超音速流场的问题。此时除局部区域 (如超音速

钝头头部区域或物面边界层区域) 外, 整个流场均为超音速流场, 控制方程的次特征 (除去二阶粘性

项的特征) 为双曲型, 流场内可能会产生复杂的波系结构。用差分方法数值模拟求解这类问题时, 差

分格式的激波捕捉能力至关重要。传统格式中一阶格式数值粘性过大, 激波抹平严重, 二阶格式又会

在激波附近引起振荡; 80年代兴起的 TVD 格式型, 虽然激波捕捉能力不错, 但精度不高 (一般为二

阶) , 而且在极值点会降为一阶。在计算激波附面层干扰这类问题时, 要求差分格式既要高分辨率、无

振荡地捕捉激波, 又要在物面附近准确计算粘性项,并且这两点在干扰区必须同时满足,用传统的T VD

格式求解这类问题有困难, 所以有必要寻找性能更好的高阶高精度格式。张涵信在文献[ 1]中指出, 在求

解全NS 方程时, 要想准确计及粘性的影响, 网格粗细与格式精度是相互关联的, 采用高阶高精度格式

可大大降低对网格尺寸的要求。WENO格式就是近年来兴起的高阶高精度 ENO格式的最新发展。

ENO 格式最初由Harten、Osher 等人于 1987年提出
[ 2]
, 全名叫高阶高精度基本无振荡格式。理论

分析和数值试验证明, ENO格式不但能基本无振荡地准确捕捉激波,而且在光滑区可统一达到高精度;

与 TVD格式不同, ENO 格式在极值点附近不降阶, 而且 ENO 格式从二阶向三阶和更高阶推广时无本

质困难, 仅计算量适当增加而已。ENO 格式一经提出就引起了计算流体力学同行的广泛注意, 经众多

学者的探索, 在九十年代又有新的发展。根据 Shu 在文献[ 3]中的提法, Harten 的ENO 格式称为有限体

积 ENO, 它用守恒变量的单元平均值进行函数重构 ( function reconst ruct ion)。后来人们提出用通量进

行函数重构的方法, 称为有限差分ENO, 对于二维三维问题, 如果采用高阶ENO 格式, 有限差分ENO
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会比有限体积 ENO 计算效率高。为了提高精度, 增强收敛性及提高程序的并行计算能力, 人们又提出

了WENO 格式
[ 3]。一般来说, 每种 ENO格式都有其对应的WENO 格式, 与所对应的 ENO 格式相比,

WENO 格式的性能更稳定, 对定常问题收敛性更好, 在解的光滑区精度更高, 而在间断处相当于ENO

格式。另外, 在时间推进上, Shu提出用具有 T VD性质的 Runge-Kut ta方法
[ 4]。

目前, 一方面ENO 和WENO 格式还在发展之中, 另一方面它们已成功用于二维复杂流场的计算,

三维流场的计算也已实现, 其应用前景广阔。本文采用五阶WENO 格式数值模拟求解了二维平板激波

附面层干扰流场, 给出了物面压力分布和应力分布, 并与实验及二阶NND 格式
[ 5]在相同网格下所得结

果进行了比较。

1　控制方程 (一般坐标系下 ) 和差分格式

在一般坐标系 (N, G) 下, 控制方程为

5Ud

5t +
5Ed

5N+
5Fd

5G =
5EdM
5N +

5FdM
5G ( 1)

雅可比矩阵

A
d = 5Ed

5Ud, B
d = 5Fd

5Ud;

A
d所对应的左右特征矩阵和特征值对角阵分别为:

LN, RN, + N

B
d所对应的左右特征矩阵和特征值对角阵分别为:

LG, RG, + G

　　方程 ( 1) 的半离散差分格式为:

dU
d
i, j

dt
= -

1
$N( E

~
i+ 1/ 2, j - E

~
i- 1/ 2, j ) -

1
$G( F

~
i, j + 1/ 2 - F

~
i, j- 1/ 2 ) + H ( 2)

其中, H为粘性部分,采用二阶中心差分, Udi, j 为U
d(Nj , Gj , t ) 的数值近似。计算数值通量E

~
i+ 1/ 2, j 时,固定 j

不变, 沿N( i ) 方向扫描选点;计算数值通量F
~

i, j+ 1/ 2时,固定 i不变, 沿G( j ) 方向扫描选点,其算法与一维

WENO完全相同。本文采用特征变量重构的WENO格式,在计算E
~

i+ 1/ 2, j 时, 先由( i, j ) 和( i + 1, j ) 这两

点的物理量的简单平均或Roe平均得到单元边界( i + 1/ 2, j ) 处的雅可比矩阵A
d
i+ 1/ 2, j , 简记为Ad,再得到

A
d的左右特征矩阵LN, RN。将LN, RN看作常矩阵,用LN左乘方程( 1) , 对得到的新的矢量方程的每一个标量

方程分别用WENO 算法得到数值通量, 再用 RN左乘由所有标量方程的数值通量组成的矢量, 就得到

E
~

i+ 1/ 2, j ; 同理可得F
~

i, j+ 1/ 2。应该看到,对每一个单元边界i + 1/ 2都要重新计算A
d和LN, RN,用LN左乘方程

( 1) 时,只需选边界 i + 1/ 2邻近的几点,具体选点范围由格式阶数确定。若为空间 2k - 1阶格式, 则选

点范围为

( i - k + 1, j ) , ⋯, ( i , j ) ,⋯, ( i + k, j )

本文采用五阶WENO 格式, k = 3。

时间方向采用具有 T VD性质的 Runge-Kut ta 方法离散。设方程 ( 1) 半离散形式为:

dUd( t )
dt

= L( Ud) ( 3)

用具有 T VD性质的 Runge-Kut ta方法离散方程 ( 2) :

U
d( i) = ∑

i- 1

l= 0
( AilUd( l) + $ tBilL( Ud( l) ) )　i = 1, ⋯, m

U
d( 0) = U

d( n) , Ud(n+ 1 ) = U
d( m)

其中, m 为时间精度;

当 m = 2时

U
d( 1) = U

d( n) + $ tL(Ud( n) )
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U
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当 m = 3时
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因为这里研究的是定常问题, 所以计算中取 m = 2。

2　计算结果及分析

计算网格均取为 ( 81×81) , 实验数据来自文献 [ 6] , 作比较的 NND格式见文献
[ 5]。

( 1) 图 1 ( a) 为平板激波反射, 用五阶WENO格式解欧拉方程, 以检验高阶WENO 格式的激波

捕捉能力。图 1 ( b) 为NND 格式的计算结果, 可以看出, 五阶WENO 格式的激波捕捉能力比NND格

式要强。

( 2) 无分离激波附面层干扰

来流条件: MA∞ = 2. 0, Reshk = 284000, T ∞ = 293K, H= 31. 3471°,其中 Reshk是以无粘时激波在平

板上的反射点距平板前沿的距离 x shk为特征尺度的雷诺数, x shk = 0. 16m。图 2 ( a) 为五阶WENO所得

流场等压线分布, 图 2 ( b) 给出了在网格数及物面网格加密程度相同的情况下, NND格式所得等压线

分布图。图 4 ( a)、( b) 分别为五阶WENO和 NND 格式所得摩擦应力、压强分布。图 6 ( a) 为干扰

区速度型。

( 3) 激波附面层干扰引起分离

来流条件: MA∞ = 2. 0, Reshk = 296000, T∞ = 293K, x sh k = 0. 16m ,激波角H= 32. 5850°。图3 ( a)、

( b) 为五阶WENO 和NND 格式所得流场等压线分布。图 5 ( a)、( b) 分别为物面摩擦应力分布和压强

分布, 实验中分离区的负摩擦应力取零。图 6 ( b) 为干扰区速度型。

图 1　等压线分布, 五阶WENO 格式与 NND格式求解欧拉方程

Fig . 1　Pressure cont ru vs E uler Equat ions

图 2　等压线分布, 五阶WENO 格式与 NND格式求解 NS方程 Reshk = 284000

Fig. 2　Pres sure contours, Reshk = 284000
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图 3　等压线分布, 五阶WENO 格式与 NND格式求解 NS方程, Reshk = 296000

Fig. 3　Pres sure contours, Reshk = 296000

图 4　WENO 和 NNS格式所得摩擦应力与压力分布, Re shk = 284000

Fig. 4　Fr ict ion and pressu re dist ribu tion , Reshk = 284000

图 5　WENO 和 NNS格式所得摩擦应力与压力分布, Re shk = 296000

Fig. 5　Fr ict ion and pressu re dist ribu tion , Reshk = 296000

图 6　激波附面层干扰区速度型

Fig. 6　Velocity Prof ile in the interact ion z on e
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3　结论

本文研究了层流附面层与激波的相互干扰, 在激波较弱时无分离现象发生, 如算例 ( 2) 的结果,

激波较强时在干扰区产生分离, 物面有负摩擦应力产生, 如图 5 ( a) 所示。在网格数及物面加密程度

均相同的情况下, NND格式在算例 ( 3) 下没有发生分离, WENO格式的结果除干扰区略有偏差外, 物

面摩擦应力与压力分布与实验吻合较好。计算实践表明高阶高精度WENO 格式确实具有优异的性能,

可用于求解复杂流场。
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