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跳测度的可料对偶投影
X
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　　摘　要: 证明了跳测度M的 Doob-Meyer 分解M= m+ P中, P即为跳测度的可料对偶投影,也是 M- P的鞅

特征。
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The Predictable Dual Brojection of Jump Measure
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Abstract: In this paper it is pro ved that the P is the predictable dual pro jection o f jump measur e Mand is the

mar tingale chara ct er o f m , w her e M= m+ P is DoobMeyer decomposition of M.
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在金融数学中,当所讨论的市场价格为不连续过程时,需要研究跳过程与相应的跳测度。本文研究

了与跳过程相应的跳测度的 Doob-Meyer 分解中出现的可料连续增过程就是跳测度的可料对偶投影,

也是与之联系的鞅测度的鞅特征。

1　随机测度的可料对偶投影

设( 8 ,F , P )为概率空间, ( E , B ( E) )为Lusin可测空间。定义 8~= 8×R+ ×E,F
～

= F×B( R+ )×

B( E) ,

O
～

= O×B( E ) ,P
～

= P ×B( E )

称O
～

,P
～

分别为8~ 上的可选,可料R代数, 8~ 上O
～

,P
～

可测函数为可选,可料函数(这里特别用函数二字以

示与通常过程的区别)。

1. 1　定义　称 8 , (B+ ( R+ ×B( E) ) )上的非负函数 L为随机测度,若

( 1) 对每个 X, L( X,·)是B( R+ )×B( E )上的 R有限测度;

( 2) 对每个 B
d∈B( R+ )×B( E ) , L(·, B

d)为( 8 ,F )上的随机变量。

对B
～

∈F
～

, 定义

ML( B~) = E∫R
+
×E
I B~( X, t , x )L( X, dt , dx ) ( 1)

则ML是( 8~,F
～

)上的测度,称之为由 L产生的测度。若ML( 8~) < ∞, 则称 L可积;若ML限于O(P)

为 R- 有限,则称 L为可选(可料) R- 可积。
随机测度概念是增过程的推广。事实上,设 A = ( A t( X) )为增过程,取 E= { x 0}为单点集,则

L( X, dt, dx ) = dA t( X) Dx0 ( dx )
就是随机测度,且

　 　　　　　　　　　　　　　　　　国　防　科　技　大　学　学　报

第 22卷 第 2 期　　JOU RNAL OF NATIONAL UNIVERSITY OF DEFENSE T ECHNOLOGY　Vo l. 22 No . 2 2000

X 收稿日期: 1999-08-03
作者简介: 金治明( 1941-) , 男,教授。



L( [ 0, t ] × E ) = A t .

设 W∈F
～

,若对每个 t≥0,

∫[ 0, t]×E
ûW ûdL < ∞

规定过程W * L为(W * L) t=∫[ 0, t]×EW dL.显然 W * L是一个有限变差过程。

对于 F
～

可测函数 X , 我们仍然可以定义它的可选(可料)投影,这只要分别用 F×B( R+ )×B
( E ) ,O,P 代替原先过程投影理论中的F×B( R+ ) ,O

～

, P
～

0 这里仍然用°X ,
p
X 分别表示 X 的可选, 可

料投影。

1. 2　定义　设 L为随机测度,ML为由 L产生的测度,如果对任意的非负有界可测函数 X , 有 E
~
L

( X ) = E
~
L(°X ) (相应地, E~ L( X ) = E

~
L( pX ) ) , 则称ML为可选(相应地,可料)测度, 而 L为可选(可料)的

随机测度。这里

E
~
L( X ) = E∫R

+
×E
X ( X, t , x )L( X, dt , dx )

( 2)

　　如果存在一个可料的随机测度(记为) Lp
,使得对任意的有界可测函数 X ,有

E
~
L( pX ) = E

~
Lp ( X )

则称 Lp 为 L的可料对偶投影。
1. 3　引理　设 X 为有界可测函数,则对一切可积的可选(相应地, 可料)随机测度 L有

°X = E
~
L( XûO) (相应地, pX = E

~
L( XûP

～

) )

这里E
~
L是相应于测度ML的期望算子。

证明　由于 L可积且可选,对 H∈O,我们有
E∫R+ ×E

I H XL( X, dt , dx ) = E∫R + ×E
°( I H X )L( X, dt , dx )

= E∫R
+
×E
I H°X L( X, dt, dx )

从而°X = EL( XûO
～

)。关于可料投影的证明是类似的。

设 L( X, ds, dx )为随机测度, 记

L( t, dx ) = L( X[ 0, t] , dx )
则对于固定的 dx∈B( E ) ,它是一个增过程。

2　跳过程与跳测度

设 D ( 0,∞]为定义在( 0,∞]上右连左极函数全体。称随机过程 N 为跳过程, 是指它 a . s.为适应可

测的右连左极过程,其样本函数属于 D ( 0,∞] ,且在任意的有限区间内只有有限个跳,即

N t = N 0 + ∑
∞

n = 1
NnI [ [ S

n
,∞[ [ ( t , X) ( 3)

其中 S0= 0n , T n↑∞, Nn≠0 Z Sn< ∞,

Sn = inf { t > Sn- 1: N t ≠ N Sn- 1}

为过程的跳时,

Nn = △N SnI ( Sn< ∞)

为 N 的第 n次跳度,其中△N Sn= N Sn- N S
n
- ,称

M( dt ; dt ) = ∑
∞

n= 1

D( Sn; Nx) ( dt, dx ) I ( Sn< ∞) ( 4)

为 N 的跳测度。定义 x* M为一个随机过程, 它在 t时的值为
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( x* M) t =∫
t

0∫E
xM( dx , ds) ( 5)

于是跳过程可表达为

N t = N 0 + ( x* M) t ( 6)

对于任意的 A∈B( E ) \ S∈ ( S∈为中心在 0,半径为∈的球) ,

M( t, A ) =∫
t

0∫A
M( ds, dx ) = ∑

S≤t

I ( N
n
∈A ) ( 5)

是一个取非负整值的随机测度, 固定 A∈B( E ) ,作为随机过程它是F t 适应可测的。

当 N∈«2 ,且为正则鞅,即对于任意的停时列 Sn↑S,有 EN ( Sn)→EN ( S) .若记B0为闭包不含 0的

Bo rel集的全体,对于 A∈B0 ,M( t , A )有定义。考虑任意的有界停时 R, S≤T 以及分割 R= S0≤S1≤⋯≤Sn
= S, K= max 1≤k≤nûSk- Sk- 1û.因为

∑
û△N ( s) û> ∈

R< s≤S

û△N ( s) û2≤ lim
K→0∑

n

k= 1

ûN ( Sk) - N ( Sk- 1) û

从而

E{ ∑
û△N (s ) û> ∈

R< s≤S

û△N ( s) û2ûF R} ≤ E{ûN ( S) - N ( R) û2ûF R}

如果AA { x : ûxû≥∈} , 则

E{M( S, A ) - M( R, A ) ûF R} ≤
1
E2E{ûN ( S) - N ( R) û2ûF R}

=
1
E2
E{ < N > ( S) - < N > ( R) ûF R} < ∞

式中< N > 为平方可积鞅Doob-Meyer 分解中的可料增过程。由N 的正则性可知< N > 的连续性,由此

即知M( t, A )的正则性。

对于 N∈«2 ,我们可用局部化的方法证明, 对于正则的局部平方可积鞅 N , ( 4)式所定义的跳测度

也具有正则性。

显然M( t, A )是一个正则增过程,则是右连续类 DL 下鞅,由 Doob-M eyer 分解,有

M( t, A ) = m( t, A ) + P( t, A ) ( 7)

其中 m( t, A )为右连续鞅,而 P( t, A )为可料的连续增过程。取局部化序列 Sn= inf { t≤T : M( t, A )≥n或 P
( t , A )≥n} ,并令

Mn ( t, A ) = M( t+Sn, A ) , Pn( t, A ) = P( t+Sn , A )

mn( t , A ) = m( t+Sn, A ) ( 8)

则Mn( t , A )≤n,Pn( t , A )≤n, ûmn ( t , A ) û≤n, 可见 m∈« 2
1oc.可以证明M2 ( t, A )为局部正则下鞅。事实上,

考虑任意的单调增的停时列 S′n↑S′≤T (常数) ,记

m* ( t) = mk( t , A ) ,M* ( t) = Mk( t , A ) ,P* ( t ) = Pk( t , A )

则

E(m 2
* ( S′) - m

2
* ( S′n ) ) ≤ 2kE[ M* ( S′) - M* ( S′n ) ) + P* ( S′) - P* ( S′n) ]

由于 P( t )的连续性以及对于有界停时的一致可积性,而 M* ( t )具有正则性, 得到 Em
2
* ( S′n )→Em

2
* ( S′) ,

从而m
2
* ( t )为局部正则下鞅。

记正则下鞅 m
2
* ( t , A )的Doob-M eyer 分解中的连续的可料增过程为 A* ( t, A )。我们将证明 A* ( t) =

P* ( t ) ,我们称 A为m 的鞅特征。首先给出两个引理。

1. 4　引理　设 N( t) = L( t) + A( t ) , 0≤t≤T ,其中 L( t )为F i 鞅, A( t)为连续的零初值适应可积增过
程。考虑[ 0, T ]的分割, 0= t0< t1 ,⋯, tn, 以 K表示分割的直经, 记

AK= ∑
k= 0n

E( $N( tk ) ûF i
k- 1)

其中 $N( t k) = N( tk) - N( tk- 1 ) ,则
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lim
K→0

EûAK- A( T ) û= 0 ( 9)

特别当 EA2( T ) < ∞时,

lim
K→0

E (AK- A( T ) ) 2 = 0 ( 10)

　　证明　显然有

AK= ∑
n

k= 1

E( $A( t k) ûF k- 1 ) ( 11)

首先设 EA2( T ) < ∞, 由于

E(AK- A( T ) )
2
= E ∑

n

k= 1
E( $AkûF k- 1) - $Ak

2

=∑
n

k= 1

E E(AkûF k- 1 ) - $Ak

2 = ∑
n

k= 1

E$A2k - E[ E( $AkûF k- 1 ) ] 2

≤ E∑
k= 1

n

$A2k ≤ E[ sup
k
$Ak õA( T ) ]

因为supk$Ak≤A( T ) ,而 EA2 ( T ) < ∞,由控制收敛定理得到

lim
K→0

E(AK- A( T ) ) 2 = 0.

　　对一般情形, 设 B( t) = A( t) +n, C( t ) = A( t) - B( t) , 则 B( t) , C( t )均为连续的零初值适应可积增过程,

且 B( t )≤n。因此

lim
K→0

EûBK- B( T ) û2
= 0 ( 12)

其中

BK= ∑
n

k= 1
E( $B( t k) ûF k- 1 )

注意到

EûA( T ) - AKû≤ E[ ûB( T ) - BKû+ C( T ) + (AK- BK) ] ( 13)

以及

0≤ E( AK- BK) = EC( T ) ≤ EA( T ) I ( A( T ) > n)

从而当 n 充分大, 可使上式充分小;固定 n后, 再令 K→0, 由( 12)式可知, ( 13)式趋于 0。

1. 5　引理

1) 设 X 为 L
2鞅(即P t> 0, EX 2

t < ∞) ,且它的鞅特征< X > t 连续,则有

< X > t = lim
K→0
∑
n

k= 1
E( $X ( tk) ûF k- 1) ( 14)

其中, K为[ 0, t ]的分割 0= t0< t1⋯< tn= t的直经。

2) 设 X 1 , X 2均为 L
2
鞅, 其互特征连续,则

< X 1, X 2 > t = lim
K→0∑

n

k= 1

E[ ( $X 1 ( tk ) $X 2( t k) ) ûF t
k- 1

) ] ( 15)

其中 $X ( tk) = X ( tk) - X ( t k- 1)

证明　对于任意固定的 t> 0, 有 Doob-M eyer 分解

X
2 ( t) = m( t) + < X > i

其中 m( t )为鞅, 由于鞅特征< X > t 连续, 由引理 1. 4可知引理的 1)成立,而引理的后半部分由互特征

的定义及 1)得到。

3　跳测度的可料对偶投影

现在回到引理 1. 4前提出的问题。

1. 6　定理 m( t, A )的鞅特征为 P( t , A ) .

证明　承接( 8)的记号,由引理 1. 5可见
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A* ( t ) = lim
K→0∑

n

k= 1
E[ $m2

* ( tk) ûF k- 1]

其中 K为[ 0, t]的分割 0= t 0< t 1< ⋯< t n= t的直经。我们有

Eû∑
n

k= 1

E[ $m2 ( tk) ûF i
t- 1
] - P* ( t) û

≤ Eû∑
n

k= 1
E( $m2

* ( tk) - $M* ( t k) ûF it- 1 ) û+ Eû∑
n

k= 1
E ( $M* ( tk ) ûF t

k- 1
) - P* ( t) û

由 P* ( t )的定义及引理 1. 4知,上式的最后一项趋于 0。而其第一项

Eû∑
n

k= 1
E ( $m2

* ( tk ) - $M* ( tk) ûF i
t- 1) û

≤∑
n

k= 1
Eû( $m * ( tk ) )

2
- $M* ( t k) û

≤ E∑
n

k= 0
û( $M* ( tk ) ) 2 - $M* ( t k) - 2$M* ( t k) $P* ( tk ) + ( $P* ( tk) ) 2û

≤ E ∑
n

k= 1

( $M* ( tk ) ) 2 - $M* ( t k) + 2 max
k
$P* ( t k) ( M* ( t) + P* ( t ) )

上式中括号里的项不超过 5k
2
,且 P-a. s.趋于 0,故上式左端趋于0。从而 A* ( t ) = P* ( t) , 也即 m( t, A )的

鞅特征就是 P( t, A )。

1. 7　定理　设跳测度M( t , A )有分解式( 7) ,则 P( t , A )为跳测度M( t, A )的可料对偶投影。

证明　设

<( t , u) = ∑
n

k= 1
CkI $ k×A

k( t , u)

其中 $k= ( tk- 1, tk ] , 0≤t0< t1< ⋯< tn, A k∈B( E) , Ck∈F ik- 1, 且ûCkû≤G , Pa. s. (常数)由( 7)式以及 m

( t , A )的鞅性质,立得

E∫R
+
×E
<( t, x )M( dt , dx ) = E∫R

+
×E
<( t , x )P( dt , dx )

利用极限的手段, 不难验证对于有界可测的三元函数 <( X, t, x )有

E∫R
+
×E
<( t - , x )M( dt , dx ) = E∫R

+
×E
<( t - , x ) P( dt, dx )

从而对于有界的左连续函数 <( X, t, x )有

E∫R
+
×E
<( t, x )M( dt , dx ) = E∫R

+
×E
<( t , x )P( dt , dx ) ( 16)

因此对于有界的可料函数 <( X, t , x ) , ( 16)式仍然成立。由于随机测度 L( t, dx )对于每个固定的 dx∈B
( E )为可料过程, 则有

E
~

x( X ) = E
~

x [ E~x ( X ûP
～

) ] = E
~
x ( pX ) ( 17)

由此可见,可料的随机测度是可料测度。这样, 对于有界可测函数 X ( X, t, x )有

E∫R
+
×E
X ( X, t , x )P( dt , dx ) = E∫R

+
×E

p

X ( X, t , x )P( dt , dx )

= E∫R
+
×E

p

X ( X, t, x ) M( dt, dx ) ( 18)

这表明 P( dt , dx )为随机测度M( dt , dx )的可料对偶投影,即 P= Mp。
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