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基于算子空间的公式发现算法研究
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  摘  要: 在FDD提出的人工智能技术与曲线拟合技术结合的公式发现系统的基础上, 提出了新的基于

算子空间的公式发现算法, 并在算法研究的基础上设计实现基于算子空间的可视化公式发现系统, 该系统

通过算子空间概念的引入, 简化了算子空间的规则, 同时引入导数规则、误差规则以及终止规则, 丰富了

知识库内容。通过以上改进, 和 BACON和 FDD相比, 公式发现的形式更广, 复杂度更高。文章最后给出

了应用实例以及公式发现的结果。
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Formula Discovery from Data Based on Operators Space
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Abstract: Based on the research of AI involved in FDD and data approach, The paper has presented a new algorithm for formula

discovery from a large amount of experimental data. And then we build up the system by using the algorithm based on space of operators.

The basic rules of operators are simplified, and the other three rules: derivative rule, inaccuracy rule and end rule, are introduced,

which extend the knowledge lib and make it easy to use the rules in lib. Through the above improvement more forms and complexity of

functional formulas are found than BACON and FDD system. In the end, the simulation result is given.
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图 1 系统抽象描述

Fig11 System abstract description

很多实际问题可以归结为如图 1所示抽象系统[ 6]。若已知有

限个输入输出对 { ( xi , yi ) ; i = 1, 2, ,, n} , 要求构造系统结构,

则是一个建模问题。应用到数据开采领域, 称为公式发现。

公式发现的主要思想是, 利用科学实验中得出的大量测量数

据, 去求得自变量与因变量的一个近似公式, 便于对实际问题进

行分析和研究[ 1, 3, 4]。

其具体步骤是:

( 1) 通过观察实验现象获得大量数据;

( 2) 凭借领域知识对大量数据进行分析;

( 3) 根据分析结果, 提出该数据的假设原型;

( 4) 通过计算对原型进行验证, 利用每次验证结果, 提出新的假设原型, 直至得出理想结果。

公式发现中比较典型的方法有: 曲线拟合, 科学定律发现系统 BACON, 数学概念发现系统AM以

及经验公式发现系统 FDD ( Formula Discovery from Data) 等。曲线拟合主要应用代数多项式形式, 它的

系数由最小二乘原理建立正规方程组求出, 通过引进正交多项式、勒让德多项式等, 数据拟合方法是

能对一般实验数据找到满足精度的逼近公式。但代数多项式存在一定的问题, 首先容易出现 /病态0;

其次问题描绘不直观; 随着代数多项式次数的升高, 问题越来越复杂。

BACON系统是运用人工智能技术从实验数据中寻找其规律性比较成功的一个系统。它是 Pat Lan-
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gly于 1980年研制的。它运用数据驱动方法, 整个学习程序由多个精炼算子组成, 系统使用探索知识

对提供的训练例进行分析, 决定选用哪个精炼算子。BACON 系统的思想是, 系统反复地考察数据并

使用精炼算子创造新项, 直到创造的这些项中有一个是常数时为止。于是一个概念就用 /项= 常数0

的形式表示出来, 其中 /项0 为变量运算的组合而形成的表达式。

数学概念发现系统AM采用模型驱动方式, 在多种搜索方法指导下在数据领域中搜索, 从集合、

表、项等 1000多个基本数学概念出发, 并使用具体化、一般化、类比、复合等操作, 产生新的数学

概念。

FDD系统是将人工智能技术与数据拟合技术结合起来, 通过启发式搜索, 找到满足精度要求的经

验公式。它是从大量数据中发现经验公式, 运用人工智能以及曲线拟合技术, 逐步完成任意函数的任

意组合。在实际应用中有一定的效果。

本文在以上研究成果的基础上, 提出了基于算子空间的公式发现算法, 对几个具体应用实例进行

分析, 并进一步对发现的结果进行了验证。

1  算子空间的构造

算子空间由算子组成, 算子不仅包括原型算子, 组合算子和嵌套算子, 同时引进导数算子, 通过

对算子的扩充, 增强了发现公式的复杂度。算子空间的构造如下:

算子空间 8 的定义: 8 = < PO, V , C > , PO = {f 1
n1
, f 2

n2
, , f m

nm
} 是一个有穷算子集, f i

ni
( i = 1,

,, m) 是 ni 元算子。

算子集可以包括:

#算术运算(如+ , - , * , / 等) ;

#数学函数(如1, x 1, x 2, x 1/ 3, sin, cos, exp, log 等) ;

#导数算子(如差分算子、差商算子等) ,设给出的测量数据为:

i 1 2 , N

x x 1 x 2 , x n

y y1 y 2 , y n

  则,一阶差分: $xk = x k+ 1- xk ; $yk = yk+ 1- yk ; ( k = 1, 2, ,, n - 1)

二阶差分: $2 yk = $yk+ 1- $yk ; $
2
xk = $xk+ 1- $xk( k = 1, 2, ,, n - 2)

一阶差商 Dy k = ( yk+ 1- y k) / ( xk+ 1- xk ) ( k = 1, 2, ,, n - 1)

二阶差商 D2yk = ( Dyk+ 1- Dyk) / ( x k+ 2- xk) ( k = 1, 2, ,, n - 2) ;

#其它与问题有关的函数,如自定义函数等。

V = { v 1, v2, ,, v k} 是一个有穷变元集。C = { c1, c2, ,, ck } 是一个有穷常元集。

记 E = V G C, 并满足条件:

¹ 若 e I E,则 e I 8 ;

º若 f
( n) I PO, ei I E , i = 1, 2, ,, n,则 f

( n)
( e1, e2, ,, en) I 8;

» 若 p 1, p 2, ,, pn I 8, 则对于 f
( n) I PO, f

( n)
( p 1, p 2, ,, pn ) I 8。

满足以上条件的算子空间是封闭的, 所以, 对于在算子空间上的任意算子组合, 仍然在算子空间

中, 这样为应用计算机对算子空间的处理提供了可以迭代的前提。

2  公式生成流程

传统的公式生成搜索树, 按照对变量 x 和变量y 分别应用算法空间中的算法进行, 每应用一次时,

就进行误差计算,选择误差最小的进入下一次迭代。在应用到具体问题时, 应用这种方法不能保证上一

次好的公式能进入下一次迭代,导致结果出现偏差,不能找到好的公式, 所以要对公式生成算法进行改
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进。在生成搜索树时,同时对变量 x 和变量y 应用算法,由于算法空间包含算法 y = x , 所以改进的搜索

树包含原有的公式生成算法。改进的公式生成算法的搜索树如图2所示。

图 2  公式生成算法搜索树

Fig12 Search tree of formula discovery method

在公式生成中引入曲线拟合方法, 即求线性数学模型:

f ( y ) = b1 U1( x ) + b2U2( x ) + ,+ bnUn( x ) (1)

其中函数 f 和 51, ,, 5n为算法空间中选择的函数,现取 m 个实验数据点( xi , yi ) , i = 1, 2, ,, m ,把 m

个点代入方程(1) 中,得到一矛盾方程组,要求 m > n, 应用最小二乘法确定各个参数 b1, b2, ,, bn, 使

各点的误差平方和最小:

Q = ( Y- y )
2
= ( Y - f

- 1
( b 1U1( x ) + b 2U2( x ) + ,+ bnUn( x ) ) )

2
= min (2)

  由数学分析求极值的方法, 求出 Q 对 bk 的偏导, 并令其等于0, 得

5Q
5 bk = E

m

i= 1
2( yi - f

- 1
( E

n

j= 1
Uj ( xi ) ) )

5( f- 1
( E

n

j= 1
Uj ( xi ) ) )

5bk
= 0  ( k = 1, 2, ,, n)

  求这组方程得解 { bk } ,即可求出拟合公式。

引入导数算法后,生成的公式类似于: yc = f ( x ) , 经过处理得:

y = Qf ( x )dx + C (3)

  应用最小二乘法求 C 值。要求:

Q = ( Y- y )
2
= ( Y - Qf ( x ) dx + C)

2
= min

Y 是实际观测数据值,为使 Q最小,求 Q 对C 的偏导,同样令其等于0 , 得:

5Q
5C = 5( E

m

i= 1
( yi - Qf ( x )dx + C)

2
) / 5C = 0  ( k = 1, 2, ,, n)

  经计算得:

C =
1
m E

M

i = 1

( yi - y
*
i ) (4)

  即得生成公式。

3  基本规则

系统中的知识采用产生式规则表示形式 ( if ,then,) , 由于定义了算子空间, 所以对算子规则形

式可以简化为:

1) 算子嵌套规则

对某一变量 xi ,取算子空间中的一算子后, 与另一变量 xj 进行线性组合, 若为常数, 则建立关系

式:

c1f
 i
j ( xi ) + c2f

 ic
jc ( xj ) = c3   f  i

j , f
 ic
jc I PO, c1, c2, c3 I C (规则1)
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  对规则1嵌套或递归使用, 将形成变量的任意组合。

2) 导数算子规则

差分判定规则 (设 $xi ( i = 1, 2, ,n - 1) 为定值) :

  若 $yi = 定值,则方程为 y = a + bx ;

  若 $2yi = 定值,则方程为 y = a + bx + cx
2
;

差商判定规则:

若 $yi / $x i = 定值, 则方程为 y = ax + b;

若 $log( yi ) /$log( x i ) = 定值,则方程为 y = ax
b
;

若 $log( yi ) /$xi = 定值,则方程为 y = ab
x
;

若 $( xiyi ) / $xi = 定值,则方程为 y = a + b/ x ;

若 $( xi / yi ) / $xi = 定值,则方程为 y = x / ( ax + b ) ;

若 $yi / $( x i )
2
= 定值, 则方程为 y = a + bx

2
;

3) 误差规则

#误差最小规则: 选择误差最小的公式进入下一次迭代;

#误差收敛规则: 保留误差减小的搜索方向, 上一次迭代的误差大于目前的误差, 则对于这一搜

索方向予以保留。

系统主要通过误差规则来确保算法的收敛性, 即下一次迭代的误差一定小于上一次迭代的误差。

4) 终止规则

终止准则由两部分组成, 一是强制终止, 另一个是自然终止, 强制终止通过对算法参数的设定,

主要是通过对迭代次数的设定完成终止准则; 自然终止有两种情况组成, 一种是找到一组满足给定误

差的公式, 另一种情况是判断出误差不收敛, 即采用该方法不适合求解给定的问题。

4  基于算子空间的公式发现系统体系结构

系统体系结构如图 3所示。

图 3 基于算子空间的系统体系结构图

Fig13 The formula discovery system architecture based on operators space

1) 数据选择: 从数据库中选择数据;

2) 选择算子: 从算子空间库中选择算子;

3) 数据处理: 应用算子对数据进行处理; 通过规则生成器控制完成公式基本形式, 数据处理还

包括数据预处理, 对数据进行去噪等操作;

4) 公式生成: 应用数学拟合方法, 通过规则生成器的控制, 完成公式参数的求解和误差的求解;

5) 误差分析: 应用最小二乘法求得参数值后, 就可以进行误差分析。通过对误差的分析, 比较

各个公式的优劣, 对公式进行选优, 好的公式输入生成公式库中保存。另外误差分析的另一

项工作是, 通过对每次迭代的误差走势进行分析, 判断问题是否适合求解。
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6) 解释器: 解释机制完成对算法空间元素的统一解释, 解释器不仅包括算法基本原型的解释,

还包括对数据的求导, 对函数的求反, 公式求积分, 对复合函数的解释, 对生成公式的运算

等。

7) 终止准则: 通过手工设定和系统缺省判定规则, 控制迭代次数以及生成公式的误差;

8) 规则控制器: 从知识库中读取知识, 并按照知识库的规则, 完成对数据处理, 公式生成和误

差分析的控制;

9) 可视化处理: 可视化处理包括图形输出和表格输出, 系统生成若干公式后, 通过此模块对生

成公式进行比较和检验, 这样用户可以通过形象化的输出得出问题的描述特征。

系统共有四个库: 数据库、算子空间库、生成公式库和知识库。数据库由用户建立; 算子空间库

存储算子信息; 生成公式库对系统产生的合乎要求的公式进行存储; 知识库存储规则。

5  应用实例

1) 利用开普勒的近似数据进行发现, 共发现三个公式:

y
3
= 0100 + 1100x 2  ln( y ) = 0100+ 11535lg( x )  lg( y ) = 0100 + 01667lg( x )

  在文献 [ 3] 中的 FDD系统中发现一个公式 lg( y ) = 0100 + 01667lg( x )。
2) 组合算子公式的发现: X , Y 为样本数据, y 为发现的公式计算值。

X 1101 2107 2198 3189 5102 6103 6198 8101 9104 9199 11102 12101 12197

Y 4161 10151 14165 14161 11108 1012 1216 18127 2313 24146 22108 19172 20193

y 41667 101662 141248 141524 111741 101383 121679 181263 231174 241257 221045 191965 211115

利用导数算子规则发现公式如下:

yc = 1. 5160419854043x + 4. 342026905719sin( x )

消除导数关系时利用公式 ( 4) 求常数 C , 最后的公式为:

y = 115160419854043x - 413420264905719cos( x ) + 514447611299494  误差: 0104829553

图 4 组合算子公式的发现

Fig14  Discovery of combined operators formula

图 5 复合算子公式的发现

Fig15 Discovery of compound operators formula

  3) 复合算子公式的发现, 数据如下:

X 0110 0112 0123 0125 0130 0126 0155 0176 0181 0189 0191 1101 1144 1150

Y 51146 51288 61156 61329 61782 61417 91532 121588 131443 141936 151337 17153 35181 43102

Y1 4. 899 5. 044 5. 924 6. 10 6. 561 6. 190 9. 371 12. 51 13. 385 14. 921 15. 334 17. 59 36. 50 43. 98

Y2 6165 6166 6167 6180 6192 6182 8138 111236 121204 141021 141530 17143 37191 41198

Y3 51185 51310 6107 61228 61636 61306 91268 121525 131491 151223 151696 18133 3710 40199

发现公式 1: Y1 = 51941028061x +- 11163530118log( | cos( x ) | ) + 41247142360, 如图 5所示。
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该公式的误差为: 0109509156
另外还发现两个公式:

公式 2: Y2 = 61639005246+ 10147187751x 3,误差为 0. 29077。

公式 3: sqrt( Y3) = 0192690791+ 11221648810ex , 误差为 0118251。

6  结束语

基于算子空间的公式发现算法不论从发现公式的复杂度, 公式形式以及公式的数量上都比 BA-

CON和 FDD系统有明显的进步, 同时简化算子规则, 增加误差规则, 导数规则和终止规则, 有利于

算法的实现。从发现公式的误差来看, 其也要比 FDD要好。另外改进了搜索树的搜索方法, 避免了

盲目剪枝。

算子空间的范围和算子的定义根据具体问题的不同而不同, 如在二进制上定义算子空间, 则可能

是 { and, or, xor}。另外一个问题可以应用不同的算子空间进行公式发现。

实例 3共发现三个公式, 其中两个公式有相同的发展趋势, 另外一个公式从表现图上来看, 有和

其它两个不同的特性, 这正说明了应用该方法的有效性, 能够发现不同类型的公式。
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图 5 三种分离方式的改进效果比较

Fig. 5 Comparison of three separation methods

综上所述, 通过进一步提高离子交换膜的交换

容量, 改善复合膜的工艺条件, 有望进一步提高膜

分离体系的效率。实验的三种膜分离情况的汇总如

图5所示。可以看出本方案在提高原分离膜的分离

效率方面有较明显的作用, 即当膜的分离效率较低

时, 可提高分离通量; 在膜的分离效率较高时, 可

大幅度降低膜分离体系的分离膜面积。

3  结论

经过上述研究可以得到以下结论:

( 1) 利用离子交换膜是分离低分压 CO2混合气

体中 CO2 气体的一种有效的方法。

( 2) 离子交换膜的处理工艺条件对其 CO2的分离性能有很大的影响。

( 3) 含有亲水物质的离子交换复合膜可提高膜的 CO2 通量。

( 4) 低电压电场驱动可较大幅度地提高离子交换膜的 CO2 通量。
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