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二维衰减谐波估计的四阶混合累积量方法
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摘 要：针对二维衰减谐波估计方法在大样本容量条件下计算量过大的问题，提出了一种基于二维四阶

混合累积量的 ESPRIT 方法。在不影响估计精度的前提下，通过保持特征矩阵结构不变，有效地减小了算法

的计算量。利用四阶混合累积量对高斯噪声的自动抑制，降低了参数估计的信噪比门限并提高了估计精度。

仿真实验表明，在高斯色噪声条件下该方法的计算效率和估计性能优于现有方法。
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Two-dimensional Damped Sinusoids Estimation
Based on the Fourth-order Mixed Cumulants

GAO Xun-zhang，LI Xiang，ZHUANG Zhao-wen
（ATR Lab，NationaI Univ. of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：A new method for two-dimensionaI damped sinusoids estimation in coIored Gaussian noise，caIIed two-dimensionaI
fourth-order mixed cumuIants based on ESPRIT（ 2d-FOMCESPRIT），is presented. The amount of computations is greatIy
reduced by hoIding the dimensions of the feature matrix compared with that of the former methods in the presence of a Iong
record. Due to FOMC 's auto suppressing Gaussian noise，the SNR threshoId is reduced and the precision of the parameter
estimation is improved. SimuIation resuIts show that this method is of better performance and higher efficiency than the former
methods in coIored Gaussian noise.

Key words：Fourth-Order Mixed CumuIants（ FOMC ）；two-dimensionaI damped sinusoids；harmonic retrievaI；coIored
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衰减谐波估计（亦称谐波恢复）在雷达、声纳、地震等领域有着非常广泛的应用。二维衰减谐波估

计的参数化方法主要有矩阵束方法［1］、线性预测方法［2］和空间旋转不变方法［3］等。由于都需要进行扩

阶汉克尔矩阵的奇异值分解，因此当样本容量较大时，这些方法的计算量就会非常大。在雷达成像的过

程中，为了减小计算量，通常需要对测量数据进行二次采样。在信噪比较低时，这种处理会影响散射中

心的估计精度，而且二次采样还会使成像不模糊距离减小。此外，在色噪声背景下这些方法的估计精度

并不理想。

由于加性噪声中的衰减谐波是非平稳随机过程，因而不能直接采用统计平均意义上的高阶统计量

来进行噪声抑制处理。针对加性平稳噪声中确定性信号的估计问题，文献［4］提出了混合累积量的概

念（文献［5］称之为广义累积量，文献［6］也采用了类似的方法），并证明了混合累积量也具有盲高斯

性。仿真实验表明，在信噪比较高而且样本容量适中的条件下，现有的矩阵束和 ESPRIT 等方法就能达

到足够高的估计精度，进一步增加样本容量并不能使精度再有显著提高。基于以上两点，本文提出采用

四阶混合累积量代替测量数据，构成具有较高信噪比的特征矩阵，并通过限定特征矩阵的维数来减小计

算量。同时，当样本容量增加时，尽管特征矩阵维数不变，但能提高混合累积量的估计精度，从而提高信

号参数的估计精度。
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1 复衰减谐波的二维四阶混合累积量

加性复高斯噪声中的二维复衰减谐波信号可以表示为：

y（m，I）= x（m，I）+ !（m，I） （l）

x（m，I）=  
K

I = l
aI ·exp［（ilI +  "lI ）m +（i2I +  "2I ）I］ （2）

其中，0 m M - l，0 I N - l，ilI < 0，i2I < 0。y（m，I）为测量数据，x（m，I）表示待估信号，!（m，I）

为平稳零均值复高斯色噪声，与 x（m，I）相互独立，且实部与虚部独立同分布。为了处理单记录条件下

高斯噪声中的确定性谐波估计问题，文献［4］提出了混合累积量的概念，并证明了混合累积量也具有盲

高斯性。本文将这一概念推广到二维。在 y（m，I）满足所谓混合条件时，定义复随机过程y（m，I）二维

DE 模型四阶混合累积量为：

 C4y（#ll ，#l2 ；#2l ，#22 ；#3l ，#32 ） "cum｛y（m，I），y*（m + #ll ，I + #l2 ），y（m + #2l ，I + #22 ），

y*（m + #3l ，I + #32 ）｝ （3）

其中，

"cum（ Sl ，S2 ，S3 ，S4 ）  E（ Sl S2 S3 S4 ）- E（ Sl S2 ） E（ S3 S4 ）- E（ Sl S3 ） E（ S2 S4 ）- E（ Sl S4 ） E（ S2 S3 ） （4）

 E｛f（m，I）｝ lim
M，N  
 
M -l

m = 0
 
N -l

I = 0
E｛f（m，I）｝ （5）

考虑到 DE 模型为有限能量信号，因此与文献［4］相比，上述定义中去掉了时间平均因子。

不难证明，若 x（m，I）为直到四阶准平稳，则有：

 C4y（#ll ，#l2 ；#2l ，#22 ；#3l ，#32 ）= C4x（#ll ，#l2 ；#2l ，#22 ；#3l ，#32 ） （6）

令 #ll = #2l = #3l ，#l2 = #22 = #32 ，则 y（m，I）的二维四阶混合累积量对角切片为：

 c4y（#l ，#2 ） "cum｛y（m，I），y*（m - #l ，I - #2 ），y（m - #l ，I - #2 ），y*（m - #l ，I - #2 ）｝ （7）

在有限长单记录情形下， E｛f（m，I）｝的样本估计子为［5］：

 Ê｛f（m，I）｝ l
MN 

M2

m = Ml
 

N2

I = Nl

f（m，I） （8）

为了使  ĉ4y（#l ，#2 ）与（2）式具有相同的谐波频率和衰减因子，将文献［6］中协方差类型估计子的上下限

取法推广到二维，令：

Ml = #l ， M2 = M - #lmax + #l - l （9）

Nl = #2 ， N2 = N - #2max + #2 - l （l0）

将（l）、（2）、（8）~（l0）式代入（7）式，根据混合累积量的盲高斯性，化简得  c4y（#l ，#2 ）的有限样本

估计子：

 ĉ4y（#l ，#2 ）=  ĉ4x（#l ，#2 ）=  
K

I = l
6I·exp［（ilI +  "lI ）#l +（i2I +  "2I ）#2 ］ （ll）

其中，

6I = - 2 
K

l，i， = l

aI a*l ai a* 
（l - Pl ）（l - P2 ）

= aI · 
K

l，i， = l

- 2a*l ai a* 
（l - Pl ）（l - P2 ）

（l2a）

Pl = exp［（ilI + ill + ili + il ）+  （"lI - "ll + "li - "l ）］ （l2b）

P2 = exp［（i2I + i2l + i2i + i2 ）+  （"2I - "2l + "2i - "2 ）］ （l2c）

其中，6I 是与 #l ，#2 无关的常数项系数。从（ll）式可知， ĉ4y（#l ，#2 ）与 x（ I）具有相同的谐波个数、衰减

因子和谐振频率，而信号中的加性高斯噪声被自动抑制。

2 二维衰减谐波估计的 2d-FOMCESPRIT 方法

由上一节的结论得到启发：如果用  ĉ（#l ，#2 ）取代原始样本数据构造新特征矩阵来进行估计，可以
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提高精度。基于此，提出了基于混合累积量和二维 ESPRIT 的 26-FOMCESPRIT 方法。为节省篇幅，重

点叙述该方法的特征矩阵构造过程，有关二维 ESPRIT 方法（26-ESPRIT）的详细原理及步骤请参看文献

［l，3］。

（l）对测量数据去均值，得到零均值测量数据 y'（m，n）。

（2）依（4）、（7）、（8）式估计  Ô4y'（!l ，!2 ）。

（3）构造二维四阶混合累积量的扩阶 HankeI 矩阵 !̂（特征矩阵）。滑动窗大小为 P X O。

 !̂ =

 !̂（0）
 !̂（l） ⋯  !̂（!lmaX - P + l）

 !̂（l）
 !̂（2） ⋯  !̂（!lmaX - P + 2）

 !̂（P - l）
 !̂（P） ⋯  !̂!

















lmaX

（l3）

其中，

 !̂（!） =

 Ô（!，0）  Ô（!，l） ⋯  Ô（!，!2maX - O + l）

 Ô（!，l）  Ô（!，2） ⋯  Ô（!，!2maX - O + 2）

 Ô（!，O - l）  Ô（!，O） ⋯  Ô（!，!2maX















）

（l4）

为了使 !̂ 的秩等于谐波个数，一般取 P ［K + l，（M + l）/ 2］，O ［K + l，（N + l）/ 2］，其中 M 和 N
分别为样本矩阵的行和列数［l］。本文选取滑动窗的方法是：首先预估计一个较大的模型阶数 K'（K' >
K），并令 !lmaX = 2 ~ 3K'，!2maX = 2 ~ 3K'；再选取 P = roun6｛（!lmaX + l）/ 2｝，O = roun6｛（!2maX + l）/ 2｝，roun6

表示取整运算。这种选取方法可以使 !̂ 的行数和列数与样本容量无关，而仅与预估计的模型阶数 K'有
关。另一方面，如果测量数据的信噪比较高，当样本容量增加到合适的大小后，再增大样本容量并不能

显著提高矩阵束和 ESPRIT 方法的估计精度。同样，如果 Ô4y'（!l ，!2 ）的估计误差较小，当 !lmaX（!2maX）= 2
~ 3K' 2 ~ 3K 时，再增大 !lmaX（!2maX ）也不能显著提高估计精度。因此将 !lmaX（!2maX ）保持在合适的大

小，不使之随样本容量的增加而增大，并不会影响方法的估计性能。由于步骤（2）中所求出的四阶混合

累积量的估计是一致渐近估计［5］，因此随着样本容量的增加，特征矩阵  Ô4y'（!l ，!2 ）的估计精度会相应提

高，从而提高整个算法的估计精度。由于 26-ESPRIT 方法直接采用测量数据构造 HankeI 矩阵，因而其

维数会随样本容量的增加而增大，进而导致计算量急剧增加。

（4）利用步骤（3）构造的分块矩阵 !̂，采用 26-ESPRIT 方法，估计出衰减因子和谐波频率。

!" 仿真实验

实验 l：计算量对比。本节就计算量对 26-FOMCESPRIT 和 26-ESPRIT 方法进行了对比分析。表 l
为不同样本容量时两种方法的计算量对比情况。K = 3，在 26-FOCESPRIT 方法中 K'取 5，!lmaX = !2maX =
l4，P = O = 7；在 26-ESPRIT 方法中 P = M / 2，O = N / 2。由表 l 可知，当样本容量 M（N） 64 后，26-
ESPRIT 方法的计算量开始急剧增加，26-FOMCESPRIT 方法的计算量却增加较少。
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表 l 计算量对比（数据长度 M : N，单位：fIop）

Tab. l Comparision of Computation amount（data Iength M : N，unit：fIop）

数据长度（N : M） 30 40 50 60 80 l60

2d-ESPRIT 2. 54E + 0. 5 l. llE + 07 l. 64E + 08 9. 80E + 08 l. l9E + l0 2. l5E + l2

2d-FOMCESPRIT 8. 87E + 06 l. 00E + 07 l. l8E + 07 l. 40E + 07 2. 02E + 07 6. 70E + 07

  实验 2：样本容量对均方误差的影响。信号模型如式（l）、（2）所示，!lk : 2!flk，!2k : 2!f2k。其中：

K : 2，（ fll ，f2l ）:（0. l，0. l5），（ fl2 ，f22 ）:（0. 3，0. 4），（ dll ，d2l ）:（ - 0. 003，- 0. 005），（dl2 ，d22 ）:
（ - 0. 006，- 0. 004）。零均值复高斯色噪声 "（m，I）由高斯白噪声通过二维 FIR 色滤波器得到。从图

l、2 中可以看出，参数估计值的均方误差随样本容量的增加而逐渐减小，即 2d-FOMCESPRIT 方法的估

计精度会随样本容量的增加而提高。每个数据长度的 Monte CarIo 实验次数为 200。

图 l 衰减因子估计均方误差

Fig. l MSE of damped factors
                 图 2 频率估计均方误差

Fig. 2 MSE of freguencies

实验 3：估计偏差和信噪比门限。信号模型同实验 l，参数设置为：

K : 3； （ fll ，f2l ）:（0. 24，0. 24）， （ fl2 ，f22 ）:（0. 24，0. 26）， （ fl3 ，f23 ）:（0. 26，0. 24）

（dll ，d2l ）:（ - 0. 08，- 0. 08）， （dl2 ，d22 ）:（ - 0. 08，- 0. 05）， （dl3 ，d23 ）:（ - 0. 05，- 0. 08）

图 3、4 所示分别是信噪比为 20dB、M : N : 30 时两种方法的谐波频率估计结果（ Monte CarIo 实验

各 l00 次）。“ + ”表示频率的正确位置，单个实心圆点表示单次估计结果。由图 3 可见，受色噪声影

响，2d-ESPRIT 方法未能估计出第一个谐波频率，其有效估计门限在 25dB 左右。

表 2 所示是谐波频率的有效估计门限随样本容量变化的情况。对每个数据长度进行 l00 次 Monte
CarIo 实验，且只考虑信噪比取整数的情形。从表中可以看出：在样本容量较大时，2d-FOMCESPRIT 方

法的信噪比门限要比 2d-ESPRIT 方法低得多，这进一步说明了 2d-FOMCESPRIT 方法的高斯色噪声抑制

能力要强于 2d-ESPRIT 方法。

  图 3 2d-ESPRIT 方法的估计结果

Fig. 3 ResuIt of 2d-ESPRIT method
             图 4 2d-FOMCESPRIT 方法的估计结果

Fig. 4 ResuIt of 2d-FOMCESPRIT method
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表 2 谐波频率的有效估计门限（dB）

Tab. 2 Efficient estimation threhoid of freguencies（dB）

数据长度（! = "） 30 35 40 50 60 80 160

2d-ESPRIT 25 22 21 19 20 17 —

2d-FOMCESPRIT 20 18 14 8 - 5 - 5 - 6

!" 结 论

利用四阶混合累积量对高斯噪声的自动抑制作用，提出了一种基于四阶混合累积量的二维衰减谐

波估计方法。通过保持特征矩阵结构不变，该方法较好地解决了现有方法在大样本容量时计算量过大

的问题。仿真实验表明，该方法不仅具有较强的高斯色噪声抑制能力，而且可以通过增加样本容量显著

地提高估计精度。
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