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一个输入依赖于系统状态的排队模型的瞬时队长分布
�

俞 � 政1,周令毕2
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摘 � 要: 探讨了一个有如下特征的排队系统 : 该系统的第 m 个到达间隔�m- �m- 1( m �1) 的分布依赖系

统在时刻 �m- 1拥有的顾客数目。应用补充变量方法 , 这个系统的瞬时队长分布的积分表示被得到。在各到

达间隔分布和诸服务时间分布均具有密度函数的条件下, 这个积分表示的被积项能够递归地求取。

关键词: 排队系统; 瞬时队长; 补充变量

中图分类号: O226� � 文献标识码: A

Distribution of the Transient Queue Length in a Queueing

Model with Input Dependent on the System State

YUN Zheng
1
, ZHOU Ling- bi

2

(1�College of Mathematical Sciences and Computing Technology, Central South University, Changsha 410075, China;

2�Hunan Mass Media Vocational Technical College, Changsha 410100, China)

Abstract:This paper studies a queueing system wherein the distribution of the m- th interarrival time �m- �m- 1 ( m�1) depends

on the number of customers in the system at time �m- 1 . Using the method of supplementary variables, the integral representation of the

transient queue length distribution is obtained, of which the integrated term can be calculated recursively under the condition that the

interarrival times and service times of the system have density functions.
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1 � 术语和符号

考察对象是如下描述的排队系统:

( 1) 系统由单一服务台构成, 排队规则为�先到先服务�;

( 2)顾客的相继到达时刻为 �1, �2, �; 记 �m= �m- �m - 1( m = 1, 2, �; �0 � 0) , { �m}是独立随机变量

序列, 对每一个 m � N, �m 的分布由L ( �m- 1)确定, �m 的分布函数记为F( m , t ) ( m= 1, 2, 3, �) ;

( 3)顾客的相继服务时间序列 �1, �2, �为独立随机变量序列, 对每一个 n � N, �n 的分布函数记为

G ( n, t ) ( n = 1, 2, �) ;

( 4)输入和服务是相互独立的。

� t �0, L( t )表示时刻 t 系统的队长。�n 为初始时刻 0 之后第 n 个离开系统的顾客的离去时刻, n

= 1, 2, �; �0 � 0(注: 若 �1< �1, �1- �0 的分布可由 G ( 1, t ) 导出, 为方便, 仍以 G( 1, t ) 表示这个分布)。

A= { �m, �n : m , n � N } , { �k}表示集合 A 中的元素依其发生次序排列而成的序列。定义序列{ sl } 如下:

s 1= �1- �1, 若 �1- �1> 0, 否则 s1= 0, �, sl+ 1= �l + 1- �l + 1( l= 1, 2, �) 。

在序列{ �k}中, �M �1, 称 �M+ p( p �1) 是关于 �M 的首个异类点, 若 �M+ l � { �m} \ { �n} ( l= 0, 1,

�, p - 1) , 但 �M+ p � { �n} \ { �m} ; 或者 �M+ l � { �n} \ { �m} ( l= 0, 1, �, p- 1) , 但 �M+ p � { �m} \ { �n}。

下列事实是明显的:

F1:对每一个 l �1, 有 sl ��l- 1, 且 sl � { �k}。
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F2: 在{ �k}中, �M �1, p �1, 若 �M+ p 不是关于 �M 的首个异类点, 则存在 �M+ l ( 0 � l � p - 1) , 使

�M+ p与 �M+ l为同一个服务区间或同一个到达间隔区间的两端点; 若 �M+ p 是关于 �M 的首个异类点, 则

至多存在一个 �q � { �0, �, �M } , 使得 �q 与 �M+ p 或同为一个服务时间区间两端点, 或同为一个到达间

隔区间的两端点. F2中的 �q 称为�M 的异类伴随点。

2 � 一个多维马尔可夫过程的构造

设( �, F, P )是一概率空间, 且{ �k} , { �k } , { �k}及{ L ( t ) , t �0} 均为配置其上的随机过程。� t �0,

令[ 1, 2]

�1( t ) = t- �k , � 若 �k � t< �k+ 1( k= 0, 1, �)

�2( t ) =

t , � � � � 0 � t< s1, � �1> �1, � 0 � t < �1, � �1 � �1

t- s1, � � s1 � t< �1, � �1> �1

t- �k , � � �k � t< sk+ 1, � k �1

t- sk+ 1, � sk+ 1 � t < �k+ 1, � k �1

�3( t ) = L ( �m) , � �m � t< �m + 1( m= 0, 1, �)

X ( t ) � ( L ( t ) , �1( t ) , �2( t ) , �3( t ) )

引理 1 � { X ( t ) , t �0} 是( � , F, P) 上, 以( E, B)为状态空间的马尔可夫过程, 其中, E= N � R+ �

R
+ � N, B 是 E上的 �代数。

证明 � 设 T 是一个正实数, FT 是 � 上的, 由[ 0, T ] 上的过程 X ( t) 的性态确定的 �- 代数, N 是一

自然数, 使得 � 的子集 �N = { �: �N � T< �N+ 1} � �。在 �N 上, X ( t )的性态由诸量 X ( 0) , �1, X ( �1) ,

�, �N , X ( �N )完全确定。于是在 �N 上, 测度 P { X ( t+ T ) � D | FT } ( D � B) 仅仅是 X ( 0) , �1, X ( �1) ,

�, �N , X ( �N )的函数。若能证明在 �N 上, 成立

� P { L ( t+ T) � B , �i ( t+ T ) � �i , i = 1, 2, 3| X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) }

= P { L ( t+ T) � B , �i ( t+ T ) � �i , i = 1, 2, 3| X ( T) }

其中, B � �1 � �2� �3= D, 则{ X ( t ) , t �0}的马氏性得以证实。

限制在 �N 上, 由条件期望的平滑性, 有

� P { L ( t+ T) � B , �i ( t+ T ) � �i , i = 1, 2, 3| X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) }

= E { P { L ( t+ T) � B, �i ( t+ T ) � �i , i= 1, 2, 3| X ( 0) , �1, X ( �1) , �,

� �N + 1, X ( �N + 1) } I �
N
| X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) }

以及

� P{ L ( t + T) � B, �i ( t + T ) � �i , i = 1, 2, 3 | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N+ 1, X ( �N+ 1) }

=

IB ( L ( T) ) I �
3
( �3( T) ) �

2

i = 1

I �
i
( t + �i ( T ) ) , � � �N+ 1 > t + T

P { L ( t + T ) � B , �i ( t + T) � �i , i = 1, 2, 3 | X ( 0) , �, �N+ 1, X ( �N+ 1) } , � �N+ 1 � t + T

故在 �N 上, 有

� P { L ( t + T ) � B , �i ( t + T) � �i , i = 1, 2, 3 | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) }

= IB ( L ( T ) ) �
2

i= 1

I �
i
( t + �i ( T) ) P { �N+ 1 > t + T | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) }

� + E { P { L ( t + T) � B , �i ( t + T) � �i , i = 1, 2, 3 | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N+ 1, X ( �N+ 1) }

�

� I {T < �
N+ 1
� t+ T} | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) } = : ( I ) + ( II )

[ 3]
( 1)

以下, 将就( 1)式右端的两项分别讨论之.
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对于( I ) , 首先, 注意到在 �N 上, 成立

�N =
T - �1( T ) , �N � { �m}

T - �2( T ) , �N � { �m}
; � X ( �N ) =

( L ( T) , 0, �2( T) - �1( T) , �3( T) ) , �N � { �m} )

( L ( T) , �1( T) - �2( T) , 0, �3( T) ) , �N � { �m} )

从而, ( �N , X ( �N ) )和 X ( T )相互确定。

( I ) 1: �N+ 1= �m

由( F1, F2) 知: � sm � { �1, ��N } , 使得 sm= �m- �m , 从而 �N + 1> t+ T � �m> t+ �2( T) , 于是,

P { �N + 1> t+ T | X ( 0) , �1, X ( �1) , ��N , X ( �N ) } = P { �m> t+ �2( T) | sm , �N , X ( �N ) }

从而, 在 �N = { �N � T} � { T < �N + 1} = { �N � T } � { �m> �2( T ) }上, 有

� P { �m> t+ �2( T ) | sm, �N , X ( �N ) , T- �N �0, �m> �2( T) } � � � � � � � � � � � � �

= P { �m> t+ �2( T ) | T - �2( T) , X ( T ) , �m> �2( T) } =
P{ �m> t+ �2( T ) | X ( T) }

P { �m> �2( T) | X ( T ) }

( I ) 2: �N+ 1= �n

类似( I ) 1 中讨论, 知在 �N 上, P { �N + 1> t+ T | X ( 0) , �1, X ( �1) , �, �N , X ( �N ) } 亦只依赖 X ( T )。

关于( II ) , 注意到下列事实:

( 1) � t> 0, 在集合{ �: �k � t< �k+ 1}上, 有 L ( t ) = L ( �k) , �1( t ) = �1( �k) + t- �k , �2( t ) = �2( �k)

+ t- �k , �3( t ) = �3( �k) , 即 X ( t)由 t 和( �k , X ( �k) )确定。

( 2)

L ( �( k+ 1) ) =

L ( �k) + 1, � � � � �k+ 1 � { �m} \ { �n}

L ( �k) , � � � � � �k+ 1 � { �m} � { �n}

L ( �k) - 1, � � � � �k+ 1 � { �n} \ { �m}

�1( �k+ 1) =
0, � � � � � � � � �k+ 1 � { �m}

�1( �k) + �k+ 1- �k , � �k+ 1 � { �n } \ { �m}

�2( �k+ 1) =
�2( �k) + �k+ 1- �k ,  Ck+ 1 I { Am} \ { Bn}

0,         Ck+ 1 I { Bn}

H3( Ck+ 1) =
H3( Ck) ,      Ck+ 1 I { Bn }

H3( Ck) + 1,     Ck+ 1 I { Am} \ { Bn}

即 X ( Ck+ 1)由 Ck+ 1和( Ck , X ( Ck) ) 确定, 再利用F2, 可以递归地导出

 P { L ( t+ T) I B, Hi ( t+ T ) I C i , i= 1, 2, 3| X ( 0) , C1, X ( C1) , , , CN + 1, X ( CN + 1) } #I {T < C
N+ 1

[ t + T}

= P { L ( t+ T) I B, Hi ( t+ T ) I C i , i= 1, 2, 3| Cp , CN + 1, X ( CN+ 1) } #I {T < C
N+ 1

[ t + T}

其中, Cp 为关于 CN + 1的异类伴随点, Cp = T - Hi ( T) ( i= 1 或 2, 视 Cp I { Am}或 Cp I { Bn} 而定)。以下的

讨论将依( II ) 1. CN + 1= An, CN + 1 | { Bm} , ( II ) 2. CN+ 1= Bm , CN + 1 | { An} , ( II ) 3. CN + 1 I { An} H { Bm} , 分别

进行。然而实际上, 只需详细讨论( II ) 1 即可, 其余两种情形的讨论是类似的。

( II ) 11  CN + 1= An , CN+ 1 | { Bm}

对此种情形, An- 1 I { C1, , , CN }。在 8N 上, 有

CN + 1= Sn + T - H1( T ) ,  X ( CN+ 1) = ( L ( T ) + 1, 0, Sn+ H2( T) - H1( T) , H3( T) + 1)

可知, 在给定了 An- 1的条件下, ( CN+ 1, X ( CN + 1) )和( Sn, X ( T) )相互确定, 若存在异类伴随点 Ck I { C1,

, , CN } , 由F2 及 CN+ 1= An 知 Ck= T- H2( T )。于是存在一个 B
1

@ B 可测函数 h( s, x ) ( B
1 是 R 上的

Borel R- 代数) , 使得

 E { P { L ( t+ T) I B , Hi ( t+ T ) I +i , i= 1, 2, 3

 | Cp , CN + 1, X ( CN + 1) } I {T < C
N+ 1

[ t + T } | X ( 0) , C1, X ( C1) , , CN , X ( CN ) }

= E { h( Sn, X ( T) ) I { H
1
(T ) < S

n
[ t+ H

1
(T ) } | L ( An- 1) , An- 1, CN , X ( CN ) }

故在 8N = { CN [ T} H{ Sn> H1( T) } 上, 有
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E{ h( Sn, X ( T ) ) I {H
1
(T ) < S

n
[ t+ H

1
( T) } | L( An- 1) , An- 1, CN , X ( CN ) , T - CN \ 0, Sn > H1( T ) }

= E { h( Sn, X ( T) ) I { H
1
(T ) < S

n
[ t+ H

1
( T )} | X ( T) , Sn > H1( T ) }

=
1

P { Sn \ H1( T) | X ( T ) }
E {

Q

t+ H
1
( T)

H
1
( T)

h( s, X ( T) ) dF ( n - 1, n, s) | X ( T) }

即在 8N 上, 有

E { P { L ( t+ T- CN+ 1) I B , Hi ( t+ T- CN+ 1) I +i , i= 1, 2, 3;

| CN+ 1, X ( CN + 1) } I { T < C
N+ 1

[ t+ T } | X ( 0) , C1, X ( C1) , , CN , X ( CN ) }

确实只依赖 X ( T) 。

综上即得到了 X ( t)的马氏性的证明。令

H4( t ) = n,  An [ t< An+ 1,  H5( t ) = m,  Bm [ t< Bm+ 1,  n, m = 0, 1, 2, ,

利用通常的齐次化技术[ 3, 4]
, 即得

引理 2  Y( t ) = ( X ( t ) , H4( t ) , H5( t ) )是一个状态空间为( �E, �B)的齐次马氏过程, �E= N @R
+

@ R
+

@ N @N @N, �B 是�E上的 R- 代数.

3  向后方程

假定: 在所考虑的系统中, 诸到达间隔和服务时间都是具有密度函数的随机变量, 这样, 顾客到达和

对顾客刚好服务完毕不可能在同一时刻发生。设 a( n , s) , b( m, s )分别为 Sn, Tm 的密度函数, 对 s \ 0,

令

Kn( s ) =
a( n, s )

1- F ( n, s )
,  Um( s) =

b( m , s)
1- G ( m, s )

,  n, m= 1, 2, , ;

P
k, l
0, n ( t , u) $ u= P { L ( t ) = 0, u < H1( t ) [ u + $ u , H3( t ) = n, H4( t ) = k, H5( t ) = l } , u \ 0, n \ 1, k, l \ 0;

 P
k, l
m, n( t , u, v ) $ u$ v                          

= P{ L ( t ) = m , u< H1( t ) [ u + $ u, v < H2( t ) [ v + $ v , H3( t ) = n, H4( t ) = k, H5( t ) = l } ,

u, v \ 0, n \ m \ 1, k , l \ 0;

P
k , l
m , n( t ) = P { L ( t ) = m , H3( t ) = n , H4( t ) = k , H5( t ) = l } , n \ m \ 0, k , l \ 0;

由引理 2 知 Y( t ) = ( L ( t ) , H1( t ) , H3( t ) , H4( t ) , H5( t ) )是一个齐次马氏过程, 比较其在时刻 t 和 t + $t

的状态, 可得[ 5]

5

5 t
+

5
5 u

P
k, l
0, n( t , u) = - Kk( u) P

k , l
0, n( t , u) +

Q

]

0
P

k, l
1, n( t , u, v) Ul ( v) dv ,   n \ 1, k , l \ 0

5
5 t

+
5

5 u
+

5
5v

P
k , l
m, n ( t , u, v) = - { Kk ( u) + Ul ( v) } P

k , l
m , n( t , u, v) ,  n \ m \ 1, k , l \ 0 ( 2)

积分边界条件为:

P
k , l
0, n( t , 0, v) = 0,             n \ 1, k, l \ 0;

P
k , l
m, n ( t , u, 0) =

Q

]

0

P
k , l
m+ 1, n ( t , u, v ) Ul ( v) dv,  n \ m + 1,  m \ 1,  k , l \ 0

P
k , l
m, n ( t , 0, v) =

Q

]

0

P
k , l
m- 1, n- 1( t , u, v) Kk( u ) du,  n \ m \ 1,  k , l \ 0

( 3)

初始条件为:

P
0, 0
0, n( 0, u) = Dn, L (- t

0
) , D( u- t 0) ,  n \ 0

P
0, 0
m, n ( 0, u, v) = Dm , L(0) Dn, L( - t

0
) D( u- t 0, v - t

*
)

( 4)

于是可得

定理 1  { P
k , l
m, n ( t ) : t \ 0, n \ m, m \ 0, n \ 1, k \ 0, l \ 0}满足
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P
k, l
0, n( t ) =

Q

]

0
P

k , l
0, n( t , u) du,  n \ 1, k , l \ 0

P
k, l
m, n( t ) =

Q

]

0
Q

]

0

P
k , l
m, n ( t , u, v) dudv,  m \ 1,  n \ m,  k , l \ 0

其中 P
k , l
0, n ( t , u)、P

k, l
m, n ( t , u, v )由( 2)、( 3) 和( 4)式确定。

由定理1 可导出

P{ L( t ) = m } = E
n I N
n \ m

E
k, l I N

P
k , l
m , n( t ) ,   m I N
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5  结 论

C4ISR 系统的结构一般比较复杂。如何对系统的结构进行调整, 使得子系统之间的界面更加简洁,

对C4ISR 系统分析、仿真等具有十分重要的意义。本文从减少子系统之间的交互依赖关系的角度出发,

分析活动之间的关系, 构造活动模型的活动邻接矩阵, 定义了交互依赖活动集的概念。结合一个例子,

说明了用图论的路径矩阵来求解交互依赖活动集的原理及路径矩阵简化算法。最后根据交互依赖活动

集对原系统进行了重组, 取得了比较好的效果。

当然, 对于系统的重组原则, 还要包括减少子系统之间单向依赖的数量, 以及降低子系统内部复杂

度等问题, 我们将进一步进行研究。
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