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P3，4m的优美性!
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摘 要：设 U、1 是两个固定顶点，用 6 条内部互不相交且长度均为 a 的道路连接 U、1 所得到的图用 Pa，6

表示。Kathiresan 证实 P2 r，2m - 1（ r，m 均为任意正整数）是优美的，且猜想：除了（a，6）=（2 r + 1，4 S + 2）外，所有

的 Pa，6都是优美的。杨元生已证实 P2 r + 1，2m - 1是优美的。本文证明 P3，4m是优美图，从而当 a = 3 时 Kathiresan
猜想成立。
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Abstract：Let U and 1 be two fixed vertices. Connect U and 1 by b internaIIy disjoint paths of Iength a ，the resuIting graphs
denoted by Pa，6 . Kathiresan showed that P2 r，2m - 1 is gracefuI and conjectured that Pa，6 is gracefuI except for（a，6）=（2 r + 1，4 S +
2）. Yang showed that P2 r + 1，2m - 1 are gracefuI . In this paper ，P3，4m is proved to be gracefuI . So we prove the conjecture for a = 3.
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优美图的研究是从 RingeI 于 1963 年提出的一个猜想［1］开始的，这个猜想就是：设 T 是一个给定的

有 n 个顶点，n - 1 条边的树，那么 K2n - 1可分解成 2n - 1 个树同构于 T。1966 年，Rosa 猜想［2］：所有的

树都是优美图。这就是著名的优美树猜想。文献［2］中指出：如果所有的树都是优美图，则 RingeI 猜想

成立。1972 年，GoIomb 明确给出了优美图的定义［3］。近几年，国内外获得不少关于优美图的研究成

果［4］，它们被应用于射电天文学、X - 射线衍射晶体学、密码设计、导弹控制码设计、同步机码设计等领

域［5］。

对于一个给定的简单图 G =（V，E），如果对每一个 1" V，存在一个非负整数 f（ 1）（称为顶点 1 的

标号），满足下述三个条件：

（1）对任意的 11，12"V，如果 11# 12，则 f（ 11）# f（ 12）；

（2）max｛f（ 1）I 1"V｝= I E I；
（3）对任意的 e1，e2"E，如果 e1# e2，则 g（ e1）#g（ e2），g（ e）= I f（ 11）- f（ 12）I，（$ e = 11 12）。

则 f 称为 G 的一个优美标号（gracefuI IabeIing），G 称为优美图（gracefuI graph）。

设 U，1 是两个固定的顶点，用 6 条内部不相交的且长度均为 a 的道路连接 U，1 所得的图用 Pa，6表

示。Kathiresan［6］证实 P2r，2m - 1（ r，m 皆为任意正整数）是优美的，且猜想：除了（ a，6）=（2 r + 1，4 S + 2）

外，所有的 Pa，6都是优美的。杨元生已证实 P2r + 1，2m - 1是优美的，并且证实了当 r = 1，2，3，4，5，6，7 时的

P2r，2m也是优美的［7］。本文研究 P2I + 1，4m图，证明对任意的自然数 m，P3，4m都是优美图。从而证明了当

a = 3 时 Kathiresan 猜想成立。

用 1i0，1i1，1i2，1i3 表示 P3，6的第 i 条长度为 3 的道路上的顶点，对所有的 i，1i0 = U，1i3 = 1。如图 1 所
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示为 P3，2的顶点表示图。

图 1 P3，2的顶点表示图

Fig.1 The vertex denotation of P3，2

定理 1 对任意大于 1 的自然数 n，P3，2n都是优美图。

证明 对于图 P3，2n，设 A = 2n - 1，当 n!2 时定义它的标号 fn 如下

所示：

fn（U）= 0；fn（ u）= A；

fn（ ui1）= 6A + 1 - i （1" i"2A）；

fn（ ui2）=

2A + i，（1" i"A）

2A，（ i = A + 1）
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2 ，
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A
2 ，（ i = 3A

2 + 1








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
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下面验证上述定义的 fn 为 P3，2n的优美标号。

设 Dj =｛I fn（ uij）- fn（ uij + 1）I = 1" i"6｝，0" j"2。由 fn 的定义知：

D0 =｛fn（ ui1）- fn（U）= 1" i"6｝

=｛6A + 1 - i = 1" i"6｝

=｛6A，6A - 1，6A - 2，⋯，4A + 1｝；

D1 =｛fn（ ui1）- fn（ ui2）= 1" i"6｝

=｛（6A + 1 - i）-（2A + i）｝= 1" i"A｝

#｛（6A + 1 - i）- 2A = i = A + 1｝

#｛（6A + 1 - i）-（ i - 1）=（A + 2" i"
3A
2 ，

3A
2 + 2" i"2A）｝

#｛（6A + 1 - i）- A
2 = i = 3A

2 + 1｝

=｛4A - 1，4A - 3，⋯，2A + 1｝#｛3A｝#
｛4A - 2，4A - 4，⋯，3A + 2，3A - 2，⋯，2A + 2｝#｛4A｝

=｛4A，4A - 1，⋯，2A + 1｝；

D2 =｛I fn（ ui1）- fn（ ui2）I = 1" i"6｝

=｛（2A + i）- A = 1" i"A｝

#｛2A - A = i = A + 1｝

#｛（ i - 1）- A｝=（A + 2" i"
3A
2 ，

3A
2 + 2" i"2A）｝

#｛
3A
2 - A = i = 3A

2 + 1｝

=｛A + 1，A + 2，⋯，2A｝#｛A｝#

｛1，2，⋯，
A
2 - 1，

A
2 + 1，⋯，A - 1｝#｛

A
2 ｝

=｛1，2，⋯，2A｝，

易见 D0，D1，D2 两两不交，且 D0#D1#D2 =｛1，2，⋯，6A｝，由优美图的定义，即证。$
下面，证明本文的主要结论。

定理 2 对任意正整数 m，P3，4m都是优美图。

证明 对任意正整数 m，设 4m = 2n（2I + 1），其中 n，I（n!2）均为正整数。

设 fn 为定理 1 中所定义的 P3，2n 优美标号，A = 2n - 1，6 = 2n。构造 P3，4m = P3，2n
（2I + 1）的标号 g 如

下：

g（U）= 0；g（ u）=（2I + 1）fn（ u）- I；

对任意 1" i"6（2I + 1），定义
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g（ 1i
1）=（2I + 1）fI（ 1i - sb

1 ）- s，（ sb + 1! i! sb + b）；

当 1! i!bI 时，定义

g（ 1i
2）=（2I + 1）fI（ 1i - sb

2 ）+ 1 + s，（ sb + 1! i! sb + b）；

当 bI + 1! i!b（2I + 1）时，定义

g（ 1i
2）=（2I + 1）fI（ 1i - sb

2 ）+ s - 2I，（ sb + 1! i! sb + b）。

下面证明 g 为优美标号。

设 D̂ =｛I g（ 1i
 ）- g（ 1i

 + 1）I = 1! i!b（2I + 1）｝，0!  !2。则有（定义 aD - b =｛ad - b = d"D ｝）

D̂0 =｛I g（ 1i
0）- g（ 1i

1）I = 1! i!b（2I + 1）｝

=｛g（ 1i
0）= 1! i!b（2I + 1）｝

=｛（2I + 1）fI（ g（ 1i - sb
1 ）- s = 1! i!b（2I + 1），（ sb + 1! i! sb + b）｝

=#
2I

s = 0
#
b

i = 1
｛（2I + 1）fI（ 1i

1）- s｝

=（2I + 1）D0#（（2I + 1）D0 - 1）#⋯#（（2I + 1）D0 - 2I）

D̂1 =｛I g（ 1i
2）- g（ 1i

1）I = 1! i!b（2I + 1）｝

=｛（（2I + 1）fI（ 1i - sb
1 ）- s）-（（2I + 1）fI（ 1i - sb

2 ）+ 1 + s）= 1! i!bI，sb + 1! i! sb + b｝

#｛（（2I + 1）fI（ 1i - sb
1 ）- s）-（（2I + 1）fI（ 1i - sb

2 ）+ s - 2I）=
bI + 1! i!b（2I + 1），sb + 1! i! sb + b｝

=（#
I - 1

s = 0
（（2I + 1）D1 - 1 - 2 s））#（#

2I

s = I
（（2I + 1）D1 - 2 s + 2I））

=（2I + 1）D1#（（2I + 1）D1 - 1）#⋯#（（2I + 1）D1 - 2I）

D̂2 =｛I g（ 1i
2）- g（ 1i

3）I = 1! i!b（2I + 1）｝

=｛I g（ 1i
2）- g（ 1）I = 1! i!b（2I + 1）｝

=｛I（（2I + 1）fI（ 1i - sb
2 ）+ 1 + s）-（（2I + 1）fI（ 1）+ I）I：

1! i!bI，sb + 1! i! sb + b｝

#｛I（（2I + 1）fI（ 1i - sb
2 ）+ s - 2I）-（（2I + 1）fI（ 1）+ I）I =

bI + 1! i!b（2I + 1），sb + 1! i! sb + b｝

=（#
I - 1

s = 0
（（2I + 1）D2 + s + 1 - I））#（#

2I

s = I
（（2I + 1）D2 - 3I + s））

=（2I + 1）D2#（（2I + 1）D2 - 1）#⋯#（（2I + 1）D2 - 2I），

由 D0，D1，D2 两两不交，且 D0#D1#D2 =｛1，2，⋯，6A｝知：

D̂0，̂D1，̂D2 也是两两不交的，且 D̂0#D̂1#D̂2 =｛1，2，⋯，6A（2I + 1）｝，由优美图的定义，即证。
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