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利用迭代线性约束最小二乘方法实现不规则阵列的方向图综合!

陆必应，梁甸农

（国防科技大学 电子科学与工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：研究了用自适应波束形成技术实现不规则阵列的方向图综合问题，改进了应用于方向图综合 的

迭代线性约束最小二乘方法，改进后的算法提高了数值稳定性和对随机稀疏阵的适应性。对特定的阵列如果

指定的理想方向图无法达到，该算法可以获得最好的逼近。仿真结果验证了算法的性能。
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The Synthesis of Nonuniform Array Pattern by Using
Iterative Linear Constraints Least Sguare Method

LU Bi-ying，LIANG Dian-nong
（CoIIege of EIectronic Science and Engineering，NationaI Univ . of Defense TechnoIogy，Changsha 410073，China）

Abstract：The pattern synthesis aIgorithm for arbitrary arrays using adaptive beamforming method is discussed . An improved

iterative Iinear constraints Ieast sguare aIgorithm is presented . The new aIgorithm exhibits numericaI robust and can be used with random

sparse arrays . The aIgorithm finds the best attainabIe pattern with the given array if the pattern specifications cannot be met . NumericaI

exampIes are presented to iIIustrate the performance of the aIgorithm .
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近年来，具有特殊要求的不规则阵列的方向图综合问题受到广泛关注［1 ~ 6］。对均匀分布的线阵，经

典的方向图综合方法是 DoIph-Chebyshev 方法，且可推广到平面阵和三维阵［1，2］。但该方法对非均匀阵

不适用，也不能对方向图施加特殊的包络约束。非均匀不规则阵具有特殊要求的方向图综合具有很大

的挑战性，解决该问题的方法主要分两类：基于自适应阵列理论的方法［1 ~ 6］和基于优化理论的方法。基

于优化理论的方法存在的主要问题一是计算量大，二是由于阵列的不规则性和约束条件的多样性，使得

优化问题很难满足凸条件，从而不能保证得到最优解。本文主要研究基于自适应阵列理论的不规则阵

列有特殊要求的方向图综合方法。

利用自适应理论综 合 阵 列 方 向 图 有 两 种 不 同 的 思 路：一 是 人 为 设 计 干 扰 信 号，在 最 大 信 杂 噪 比

（SINR）准则下，计算阵列权值矢量，将获得的方向图与理想的方向图比较，如果某个方向的旁瓣比理想

值高，则增加该方向的干扰，通过多次迭代运算，直到获得最佳权值矢量或结果不再改善为止［2，3］；二是

利用线性约束最小二乘波束形成法，通过设计不同的线性约束最小二乘波束形成器，对权值矢量进行迭

代逼近，从而得到理想的方向图或结果不再改善为止［1］。方法一由于在每次迭代过程中都更新了输入

信号，需重新进行矩阵求逆计算，收敛速度较慢，而方法二只需更新线性约束条件，计算量相对较小。二

者存在的问题是不能保证算法的收敛性，对一些不规则阵列、特别是稀疏阵，仿真结果表明迭代结果发

散。文献［4，5］分别采用递归最小二乘计算取代了矩阵直接求逆，并采用最小化最大误差准则，可对阵

列方向图施加更为直接的约束，但同样没有解决算法的稳健性问题，仿真结果表明收敛速度慢于文献

［1］的批处理迭代方法。
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! 阵列方向图

空间离散阵列空间特性最有效的描述是阵列方向图。假设空间阵列由 M 个阵元组成，阵元 m 的

权值为 wm，空间位置为 xm，则阵列的方向图就是阵元的空间三维 Fourier 变换：

P（ I）= !
M- l

m = 0
w"m e 上·xm （l）

其中，上 是波数矢量，且有 I 上 I = 2!
!

。人们习惯将方向图表示成方位角"和俯仰角#的函数：

上 = - 2!
!

（sin#cos"，sin#sin"，cos#） （2）

对任意一个空间三维阵，假设第 m 个阵元的位置 xm =（ xm，ym，zm），则对应的阵列方向图为：

P（"，#）= !
M- l

m = 0
w"m e -  2!! sin#（ xmcos"+ ymsin"+ zmcos#） （3）

通常情况下仅对其幅度感兴趣，此时称 p（"，#）= I P（"，#）I 为阵列的方向图。

由阵列信号处理的基本理论知：空间随机分布的不规则阵列（紧凑或稀疏），阵列孔径大小（阵列尺

寸）而不是阵列几何结构决定了阵列方向图的主瓣宽度，也决定了阵列的空间分辨率；假设阵元个数为

N，则旁瓣功率的大小平均为主瓣峰值的 l / N，且与阵元的位置分布独立；按离主瓣位置计算，旁瓣幅度

大小成瑞利分布，且与阵元位置无关，最大旁瓣可比平均值高 l0dB；对加权的阵列，阵元的权值决定了

阵列方向图的具体形状。这些结论对阵列方向图的综合具有重要的指导意义。

" 迭代自适应波束形成阵列方向图综合方法

" .! 基本原理

为简单起见，假设阵列为沿 x 轴分布的由 M 个阵元构成的一维阵，在满足远场条件假设下，单位幅

度单频信号以#角（"= 0）入射到阵列，则阵列响应为：

P = WH·U （4）

其中，U =［exp（ -  2!
!

x0sin#），exp（ -  2!
!

xlsin#），⋯，exp（ -  2!
!

xM - lsin#）］' ，为单位幅度输入信号，通常

称为为空间导引矢量，W =［w0，wl，⋯，wM - l］'为权值矢量。

在线性约束最小方差（LCMV）波束形成器中，通过对权矢量施加线性约束来控制波束响应。保证特

定方向的信号以增益 f 通过，同时使输出信号中干扰分量最小化，从而得线性约束最小方差波束形成器

的典型形式：

minWHRW
s . t . WHU = f （5）

其中，R = E［XXH］为输入信号（包括干扰、噪声）的自相关矩阵，其解为：

W = R - lU（UHR - lU）- l f' （6）

在自适应波束形成中，如何获得输入信号的自相关矩阵是关键。本文采用虚拟自适应方法，即输入

信号是人为设计的，其相关矩阵可近似为 R = XXH，此时该方法称为线性约束最小二乘法（LCLS）。

假设在方向图指向的方向$0 设定 f = l，在其它方向不加任何约束，则该方法与最大信噪比准则法

得到相同的权值矢量（有不同的比例系数）二者是等价的。对于有特殊要求的方向图，如在某个方向形

成强零点，一方面可以在信号设计时，在此方向增加强干扰；另一方面可在此方向增加线性约束，直接限

定该方向的增益值。图 l 的实线即是直接采用 LCLS 法设计的由 l0 个间距为! / 2 的阵元构成的均匀线

阵的方向图。

然而，在实际应用中可能希望获得更低的旁瓣，也可能希望在多个方向同时陷零，此时上述方法直

接得到的结果不能令人满意。特别地，对不规则阵和稀疏阵直接采用单次 LCLS 法综合出的方向图很
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难满足实际应用的需求，因此本文采用迭代法来提高方向图的综合效果。

! .! 改进的迭代算法

迭代的 LCLS 方法通过更新线性约束最小二乘波束形成器的线性约束条件，对加权矢量进行迭代

逼近，从而获得理想的方向图。其基本步骤为：

（1）初始化。假设在任一角度方向的输入信号为单位幅度单频信号，从而得到其自相关矩阵为 ! =
""H，其中，" 为角度离散化的空间导引矢量。如果矩阵奇异，可通过增加噪声分量来消除，即 !!! +

O2
I#。设定方向图指向约束 $H"（ d）= 1，$H"'（ d）= 0。利用（6）式求得初始权值矢量。

（2）利用获得的权矢量计算方向图，确定旁瓣峰值点位置，若所有峰值小于预先设定的门限值e时，迭

代停止，否则选取最大的 M - 2 个峰值点（若峰值点小于 M - 2，，则全选），设定约束值：fi =（e- \ ci \）
ci
\ ci \

（ i = 1，2，⋯，mmax），其中 ci 为峰值点的旁瓣值。

（3）在新的约束条件8$H"（ d）= 0，8$H"'（ d）= 0，8$H"（ i）= fi（ i = 1，2，⋯，mmax）下，利用（6）

式解线性约束最小二乘问题，得8$，其中前两个约束是起主瓣保形作用的。

（4）权矢量更新 $!$ +8$，转到步骤（2）。

该迭代方案对均匀线阵方向图的综合是有效的［1］，但对不规则阵、特别是不规则的稀疏阵，往往不

能得到满意的结果，甚至迭代过程是发散的，必须加以改进。

在步骤（2）中，新的线性约束值满足条件 \ fi + ci \ =e，即假定经过一次迭代后，本峰值点一定能下降

到预先设定的门限值e。显然，这种限定具有强制性和武断性，为实现这种强制约束，在某些情况下必

然导致其它点的严重畸变。而在下一次迭代过程中，对畸变点附加了强制约束，又可能引起更多的点畸

变，从而导致整个迭代过程振荡、不收敛。因此门限e的设定方案对迭代算法的收敛性有直观重要的影

响。根据阵列信号处理理论，对未加权的随机稀疏阵，假设阵元个数为 M，则旁瓣功率的大小平均值为

主瓣峰值的 1 / M，且与阵元的位置分布无关。因此，有理由相信，旁瓣幅度 delta1 = 1 /"M 是完全能够

得到的。假设初始化方向图得到的最高旁瓣为 delta2，则初始门限参考值为e0 = min｛delta1，delta2｝，在

迭代中逐步加强，直到获得理想方向图或发散为止。对于有特殊要求的非等旁瓣方向图，初始门限为方

位角的函数e0（6）= min｛delta1，delta2（6）｝，同样在迭代中逐步加强。下面以非等旁瓣方向图为例介绍

门限加强方案。 假 设 期 望 得 到 的 理 想 方 向 图 旁 瓣 电 平 为e（6），为 实 现61 方 向 陷 零 的 需 要，要 求

e（6）=
e，6#61

e1，6=6{
1
，其中e1 <e（所有电平均以分贝为单位）。若第 I 次迭代收敛，得到的方向图旁瓣为

eI（6），则第 I + 1 次迭代的门限为eI + 1（6）=eI（6）+ dI + 1（6），其中 dI + 1（6）=8·［e（6）-eI（6）］为门

限改进量，0 <8$1 为步长参数，实际中选 0 .5 左右既可以保证较快的收敛速度，又可以获得较高的精

度；若第 I 次迭代发散，则既可选第 I - 1 次迭代结果为最终结果同时结束迭代，又可以选择门限eI + 1

（6）=eI - 1（6）+8·dI（6）进行进一步迭代，以获得更精确的最优解。

在步骤 2 中，选择 M - 2 个最大的旁瓣作为线性约束点，没有考虑其相关性，导致在步骤 3 中利用

（6）式求权矢量更新值时，矩阵 "H! - 1" 奇异或近似奇异，产生数值上的不稳定。因此选择线性约束点

时，不能追求约束点的个数，而必须考虑约束点之间的相关性。因此需求出所有峰值点的导向矢量间的

线性相关性，设置一个相关度的门限，在门限内按相关程度强弱选取适当的约束点。具体方法为：求由

导向矢量组成的矩阵的特征值，所有特征值与最大特征值作比较，设计一个门限（如 10 - 3），小于此门限

的特征值对应的向量与其它向量相关，舍弃相应的峰值点；如果满足设定门限的峰值点多于 M - 2，则

选取 M - 2 个最大特征值对应的点作为约束点。按此原则选择约束点，一方面保证数值的稳定性，另一

方面能减小矩阵的规模，减小计算量。随着阵列随机性和稀疏性的增加，其旁瓣的随机性也增加，在迭

代过程中不能期望仅选择旁瓣极值点作为约束点，而必须在所有角度离散点中选取相对于理想方向图

误差较大的点。

在稀疏不规则阵的情况下，步骤（3）中的主瓣保形约束条件不是充分条件，在迭代过程中主瓣可能
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发生较大的畸变。为控制主瓣的形状，应根据需要设置理想的方向图，将主瓣、旁瓣统一起来用随方向

角度变化的误差门限!!（"）加以约束，以精确控制方向图。

! 仿真结果分析

对改进的迭代方法，大量的仿真结果验证了算法的稳健性和适用性，下面选几个代表性的例子作为

说明。首先通过一个均匀的线阵说明本文的迭代算法在改善方向图性能方面的有效性。一个由 10 个

间距为# " 2 的阵元构成的均匀线阵，直接采用线性约束最小二乘准则得到的方向图如图 1 中的实线所

示，其中图（a）是主瓣指向 0  的标准方向图，图（b）主瓣也指向 0  ，但在 32  ~ 41  增加了陷零的约束条

件。虚线分别表示采用本文迭代方法得到的方向图，迭代停止条件是旁瓣达到 20dB 的抑制，陷零的条

件是相对于主瓣达到 55dB 的抑制。

（a）主波束指向 0 （b）在 32 ~ 41 间陷零

图 1 均匀线阵的方向图

Fig .1 Patterns of Iinear fiIIed array

由图 1 可见，迭代方法能有效降低旁瓣幅度，但旁瓣电平的降低是以主瓣展宽为代价的，且旁瓣抑

制存在一个临界点，超过这个临界值，迭代过程就会发撒，利用本文提出的逐步门限加强法能自然得到

此临界值。对图 1（a）所示的标准方向图，能获得的最大旁瓣抑制为 38 . 5dB，超过此门限，迭 代 过 程 发

散。不同旁瓣抑制对应的主瓣 3dB 宽度如表 1 所示。

表 1 旁瓣抑制与主瓣宽度

tab .1 SideIobe depression and mainIobe width

最高旁瓣（dB） - 13 .1 - 20 - 30 - 38 .5

3dB 主瓣宽度（ ） 10 .4 11 .4 13 .2 14 .6

图 2 不规则紧凑阵的方向图

Fig .2 Patterns of nonuniform fiIIed array

第二个 仿 真 例 子 直 接 采 用 文 献［1］中 的 阵 列，以 便 于 比

较。该阵列是由 21 个阵元构成的线阵，阵元间距由随机函数

产生，在区间［0，1］内均匀分布，单位为波长!，阵元的具体位

置为［0 0 . 4618 0 . 8425 1 . 2126 1 . 6328 1 . 9412 2 . 5037 3 . 2092
3 .4567 3 . 9539 4 . 2221 4 . 5851 5 . 2431 5 . 6073 6 . 2850 6 . 5660
7 .1697 7 .5401 8 .1355 8 .4386 8 .8206］。该阵列实际上是不规

则分布的紧凑阵。利用文献［1］的迭代方案和本文的迭代方

案得到的最大旁瓣抑制方向图如图 2 所示，其中虚线 代 表 文

献［1］方法获得的结果，门限值通过试探法获得。实线代表本

文方法获得的结果。可见，改进后的方法获得了更高的 旁 瓣

抑制。

为说明阵列稀疏性的影响，第三个仿真阵列 在 不 改 变 阵
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元相对几何形状的基础上，直接对第二个不规则阵稀疏化，将所有阵元间距扩大 1 .2 倍。利用本文的迭

代方法进行 20 次迭代获得最佳旁瓣抑制 - 23 .4dB，如图 3（a）所示。以此最佳值作为门限，利用文献［1］

的方法迭代 20 次时 的 最 高 旁 瓣 电 平 为 - 17dB，50 次 迭 代 后 的 结 果 如 图 3（b）所 示，可 见 旁 瓣 幅 度 为

- 19dB，值得注意的是，此时主瓣包络发生明显的变形（不对称），且随着迭代次数的增加，主瓣将发生更

为严重的畸变。大量的仿真结果表明，用文献［1］方法综合稀疏不规则阵列方向图时主瓣畸变是普遍存

在的问题，而不是特例，且在迭代过程中经常发生振荡现象。

（a）本文方法 20 次迭代结果 （b）原方法 50 次迭代结果

图 3 不规则稀疏阵方向图

Fig .3 Patterns of nonuniform sparse array

从前面的仿真结果可知：迭代线性约束最小二乘波束形成器能成功地应用于有特殊要求的阵列方

向图的综合；改进后的迭代方法在保证算法稳健性的条件下直接获得理想方向图的最大限度近似，且优

于用原方法迭代获得的方向图；改进的算法对随机稀疏阵列具有更强的适应性，具有更好的主瓣保形功

能；如果原算法一次门限试探即能获得最优结果，则改进的算法收敛速度一些慢，但考虑到原算法通常

要进行多次门限试探，且可能存在的振荡现象，则改进的算法具有较大的优势。

! 小 结

本文研究了用迭代的自适应波束形成方法综合任意阵列的方向图问题。首先介绍了随机稀疏阵列

方向图的基本理论，随后推导了自适应波束形成方向图综合的基本模型，对应用于方向图综合的迭代线

性约束最小二乘方法进行了改进，理论分析和仿真结果表明改进的方法提高了算法的稳健性和对随机

稀疏阵的适应性，相对于原方法能综合出更好的方向图。
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