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粘弹性谱随机有限元!

田四朋，雷勇军，唐国金

（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：发展了一种粘弹性谱随机有限元法（VSSFEM），并将其用于固体火箭发动机装药结构随机分析。

基于不可压或近似不可压粘弹性增量有限元方法和正交展开理论，考虑固体推进剂泊松比的随机性，推导了

粘弹性谱随机有限元列式，最后对弹性约束的圆柱形中孔药柱进行了随机分析。算例分析表明该方法能够正

确有效地进行粘弹性体随机分析。
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Viscoelastic Spectral Stochastic fi nite ele ment
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（College of Aerospace and Material Engineeri ng，National Univ . of defense Technology，Changsha 410073，China）

Abstract ：Akind of viscoelastic spectral stochastic fi nite element method（VSSFEM）was developed and stochastic analysis
of soli d rocket motor grai ns was presented . Consideri ng the randomness of soli d propellant Poisson’s ratio，viscoelastic spectral
stochastic fi nite element f or mLlations were derived from the i ncompressi ble or nearly i ncompressi ble viscoelastic i ncremental
fi nite element method and ort hogonal expansion theory . Fi nally，stochastic analysis of a hollow cyli ndrical grai n wit h elastic
restrai nt was presented . Analysis of examples i ndicates t hat t his method is efficient and eff ective f or stochastic analysis of
viscoelastic body .
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目前，考虑不确定因素的影响已经成为结构分析领域的一种趋势。然而在固体火箭发动机结构完

整性分析领域，由于固体推进剂具有粘弹性和近似不可压性，给随机分析造成了很大的困难，因而研究

较少。但是推进力学性能参数尤其是泊松比对固体火箭发动机结构完整性影响很大［1］，而泊松比达到

千分之几精度的测量还很困难［2］，况且由于制造、工艺等因素的影响，推进剂泊松比客观上具有随机

性［3］，因此，发展能够考虑推进剂泊松比随机性的固体火箭发动机结构分析方法是必要的。

较早用于考虑推进剂性能参数不确定性的是 Monte- Carlo 方法［4］，但是该方法因计算量大难以应

用于工程实际。针对此问题，张海联［5］发展了一种粘弹性摄动随机有限元方法，不过，随机摄动法仅适

用于随机参数小变异的情况，且对于动力问题，摄动随机有限元法不适用。而采用正交多项式展开的方

式求取随机结构的响应［6 -7］，也即谱方法，适用于结构静、动力分析及随机参数大变异的情况，然而，有

关粘弹性谱随机有限元方法的研究尚未见诸报道。

本文考虑固体推进剂泊松比的随机性，给出了三维粘弹性谱随机有限元列式，并用于分析固体火箭

发动机药柱的随机响应，从而为下一步在概率意义上评判固体火箭发动机结构完整性奠定了基础。

1 基于Herr mann 变分原理的粘弹性有限元

考虑固体推进剂的近似不可压特性，基于Herr mann 变分原理［8］，其应力应变张量可设为

!（ ）=［!  !  "  "  "  "  ! ］T （1）
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式中，H 为平均应力函数。则适用于不可压和近似不可压分析的粘弹性本构关系为［9］
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剪切松弛模量采用广义Maxwell 模型表示为

G（ ）= G  + "
7G

j =1
Gje- ／ j （4）

将时间［0，t ］分为［0 t 1］，⋯，［t 7 -1 t 7 ］，⋯，［t m -1 t m ］（m#7 ）共 m 个时间段，考虑零初始条

件，假定应变在任一时间段内线性变化，对剪切松弛模量进行矩形离散，并采用增量法处理粘弹性本构

关系中的遗传积分，经过一系列推导可得
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基于虚功原理的增量形式，可得单元平衡方程
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! 粘弹性谱随机有限元方程

将泊松比O 视为随机变量，则它可用均值为0、标准差为1 的标准化随机变量 O 表示：

O = O 0 + OT O （7）

其中，O 0 为泊松比的均值，OT 为泊松比的标准差。

将单元刚度矩阵K展开为标准化随机变量 O 的级数形式，并进行线性截断，有

K= K0 + KO
1 O （8）

其中
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而D和E为材料矩阵，其均值参数矩阵及一阶导数矩阵分别为
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泊松比的随机性将导致单元平衡方程中的!U（t 7 ）、!!T（t 7 ）、!!Te（t 7 ）、!!TT（t 7 ）也是随机的。设

Hl（CO ）（l =1 ，2 ，⋯）为随机函数空间的标准正交函数系（比如，如果随机变量为正态分布，那么Hl（CO ）

为带权Her mite 多项式），并可进行如下正交分解［6 ］：
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其中，N 为正交分解的项数。

将式（8 ）"（12 ）代入单元平衡方程（6 ）可得
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将上式两边分别乘以Ha（CO ）（a = 0 ，1 ，2 ，⋯，N ），并利用正交多项式的递推关系［10 ］有
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两边同时取CO 的数学期望，并利用随机泛函空间标准化正交函数系的正交性可得
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上式即为粘弹性谱随机有限元的控制方程。同样，类似于上述推导过程，可以得到响应量（如位移，
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应变、应力等）的递推求解格式，限于篇幅，此处不再赘述。

! 响应量的统计特征

不妨用变量!代表实际响应量（如位移，应变、应力等），则!在t 7 时刻的统计特征为
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对式（17 ）求数学期望有
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" 算例及分析

取中孔圆柱形药柱内径a =100mm，外径b =167mm，壳体厚度h =3mm，长度L =200mm，同时认

为药柱两端与壳体粘结。药柱壳体材料为钢，其弹性模量为2 .1 > 105Mpa ，泊松比为0 .3 。固体推进剂

松弛模量E（t ）的prony 级数取前三项：

E（t ）=3. 3231 + 5. 8250e -t ／1 + 1. 4974e -t ／10 + 2. 1505e -t ／100 （20 ）

燃气内压载荷取为指数形式：

P（t ）=13. 375（1 -e -10t ） （21 ）

考虑推进剂泊松比的随机性并假定其服从正态分布，均值和变异系数分别为0 .495 和0 .003 。随

机量的正交展开取前4 项，将粘弹性谱随机有限元方法的计算结果与Monte- carlo 方法比较。点火增压

0 .66s 时，药柱内表面（T =100mm）径向应力应变、环向应力应变的均值和标准差如表1 所示。
表1 燃气内压作用下药柱结构随机分析结果

Tab .1 Randomanalysis results of grai n under gas pressure

计算结果 McS（10 000 次） VSSFEM 变异系数（VSSFEM）

径向应变均值 -0 .065697 -0 .065934 24 .85 %

径向应变标准差 0 .016512 0 .016384

环向应变均值 0 .035702 0 .035813 21 .51 %

环向应变标准差 0 .0077625 0 .0077024

径向应力均值（Mpa ） -13 .356 -13 .356 0 .001 %

径向应力标准差（Mpa ） 0 .00015165 0 .00015048

环向应力均值（Mpa ） -12 .488 -12 .485 1 .66 %

环向应力标准差（Mpa ） 0 .20872 0 .20711

可以看出，粘弹性谱随机有限元法与 Monte- carlo 模拟的计算结果非常接近，二者均值和标准差的

差别均在1 % 以内，说明对于泊松比随机的固体火箭发动机结构响应分析，正交展开取前4 项即可获取

较高精度的均值估计和方差估计。同时，表1 的数据表明，泊松比随机性对分析结果的影响很大。在泊

松比变异系数为0 .003 的情况下，药柱径向应变变异系数达24 .85 % ，后者是前者的80 多倍。泊松比

随机性对应力的影响较小，主要是因为应力尤其是径向应力主要由载荷（燃气内压）决定。
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药柱径向应变均值、标准差及环向应变均值、标准差沿半径变化趋势见图1 和图2 。

图1 应变均值沿半径变化

Fig .1 Mean value of strai n vs radi us coordi nate
图2 应变标准差沿半径变化

Fig .2 standard deviation of strai n vs radi us coordi nate

! 结 论

本文将谱随机有限元方法引入到固体火箭发动机结构完整性分析领域，基于不可压和近似不可压

粘弹性有限元，发展了一种粘弹性谱随机有限元方法，并用于处理泊松比随机的药柱结构分析问题。文

中的算例表明了粘弹性谱随机有限元方法的有效性，同时分析结果表明，泊松比的随机性对应变的影响

很大，必须予以考虑。
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