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利用动态规划原理实现多冲量最优交会问题!

刘鲁华，汤国建，余梦伦

（国防科技大学 航天与材料工程学院，湖南 长沙 410073 ）

摘 要：多冲量最优交会问题是航天领域非常重要的一个研究方向，从运筹学角度将此问题转化为一个

多阶段多维动态规划问题，并着重对多阶段二维动态规划进行分析研究。在给出状态方程及指标函数递推公

式的基础上，得到了两冲量和三冲量交会问题最优解的求解算法，之后分别通过实例验证了算法的有效性。对

于以地心角等参数为决策变量的更高维问题，讨论了利用进化算法等降维方法实现多维动态规划的思想。
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Solvi ng t he Opti mal multi-i mpulse rendezvous proble m
Based on t he Dynamic programmi ng

LI U Lu- hua ，TANG Guo-jian ，YU Meng-lun
（College of Aerospace and Material Engineeri ng ，National Univ . of defense Technology ，Changsha 410073 ，China ）

abstract ：The multi-i mpulse rendezvous problemis a key research field of astronautics . Firstly ，based on the operational
research ，t his problem was converted to a multi- phase- multi- di mension dynamic programming Cuestion . Then the multi- phase-
t wo-di mension dynamic programming problem was emphatically analyzed ，and the state transfer eCuations and recursion
eCuations of t he perf or mance f unction were deduced . The solution to t he t wo-i mpulse and three-i mpulse problem and the
vali dati ng examples were given later . ln t he end，t he dynamic programming idea which uses t he evolution algorit hm to reduce
the di mension of t he multi- di mension Cuestion was i ntroduced .
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空间交会对接是实现空间物质能量运输、装配与维护等空间操作必不可少的核心技术，国际上已经

进行了多次交会对接工程应用，当前我国也进入了工程计划阶段。随着该技术的不断发展，问题已从解

决交会实现转到要求交会任务在某些指标上达到最优。

图1 !次机动交会示意图

Fig .1 Sketch map of multi-i mpulse rendezvous

就最优交会问题来说，国内外学者都给予了高度重视，主要

研究方法分为两类：一种是借助优化算法进行数值仿真寻优，如

进化算法［1 -3 ］等，这类方法理论分析能力不够而且计算量很大；

另一种是在引力模型线性化［4 -6 ］条件下实现的最优交会，这类方

法计算简单但适用条件苛刻。

针对多冲量交会这一具体问题，提出一种多阶段多维动态规

划优化算法，并利用此算法对两冲量和三冲量交会问题进行了计

算。

1 问题描述

本文研究的问题描述如下：在与地心距离平方成反比的引力

场模型中，研究航天器在给定初始状态下，通过!次机动到达预定目标状态，并使这一过程在给定指标
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函数下性能最优。问题可由图1 表示，其中T 1 ，V1 为给定的初始位置和速度，T t ，Vt 为目标位置和速

度，!V1 ，!V7 分别为初位置与目标位置的速度增量。在初始条件与终端条件都已确定的条件下，交会

问题就是一个典型的多阶段多维动态规划问题。每次机动后都可以看成是一个阶段，机动位置的选择，

冲量大小及其方向是每个阶段需要制定的策略。当研究空间交会问题时，每阶段都需要确定轨道坐标

系速度增量的三个分量，如果每次机动位置不给定，还需要对机动位置进行决策，这是一个四维多阶段

动态规划问题；考虑到工程应用中大多采用共面机动，这样可以将问题简化为三维；当给定每阶段的机

动位置时，问题将进一步转化为确定径向与周向速度增量的二维问题；当仅考虑在给定位置沿周向变轨

的问题时，还可将问题进一步简化。本文主要研究多阶段二维交会问题。

! 多冲量交会问题的动态规划表示

首先建立描述轨道机动问题的坐标系，文中采用的是航天器轨道坐标系：定义坐标原点为航天器质

心，地心与原点连线方向为X 轴方向，称之为径向，用T 表示关于径向的参数，Y 轴方向在轨道面内垂

直于X 轴且沿速度方向，称之为周向，用f 表示关于周向的参数，按右手法则确定Z 轴方向，Z 方向称

之为法向。

多冲量交会问题中，选用Xi =（Ti ， i ，VTi ，Vfi ）作为状态变量，!VTi ，!Vfi ，为决策变量，其中Ti 、

 i 、VTi 、Vfi 分别为第i 阶段初始矢径、纬度幅角、沿径向与周向的速度，!VTi 、!Vfi 表示第i 阶段沿径向

与周向的速度增量。这组状态变量与决策变量物理概念明确，可以很清楚地描述问题，如果需要进行坐

标转换也非常方便。

由轨道动力学理论［7 ］可以推导出如下形式的状态转移方程：
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其中，hi 、ai 、e i 、f i 、 i 分别为第i 阶段轨道的角动量、半长轴、偏心率、真近点角和纬度幅角，式中：

c i =cos!f i ， S i =si n!f i ， V +
Ti = VTi +!VTi ， V +

fi = Vfi +!Vfi （2 ）

其中，cosf i 、si nf i 的推导如下：

hi = TiV +
fi （3 ）

ai = !Ti
2!-Ti（V + 2

fi + V + 2
Ti ）

（4 ）

e i = 1 -
h 2
i

!a i
（5 ）

Pi = ai（1 -e 2i ） （6 ）

si nf i =
V +
Tihi
!e i

（7 ）

cosf i =
Pi -Ti
T ie i

（8 ）

指标函数定义为：

J 7k =  
7

i = k
（I !VTi I 2 +I !Vfi I 2 ）， k = 1 ，⋯，7 （9 ）

其中，下标第一个数表示机动次数，第二个数表示机动的阶段，则公式（9 ）表示7 次机动第k 阶段需要
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满足的最优指标函数。

对给定的初始及目标条件，当!f i 确定后，动态规划的各个阶段就是确定的。由于交会问题对目标

点状态也有约束，这相应于一类始端与终端都固定的动态规划问题，仍可以通过动态规划原理求出最优

决策!Vir 和!Vif ，其中i =1 ，⋯，7 。

利用动态规划原理，决策指标函数可以表示为下面的递推形式：

J 7a =（J 7（a + 1 ））min +!!Vra!2 +!!Vfa!2 ， a =1 ，⋯，7 -1 （10 ）

利用公式（1 ）、（10 ）可以将7 阶段优化问题转化为7 个一阶段优化问题，从末阶段开始递推到第1
阶段，最终的指标函数J 7 1 仅是初始状态与目标状态的函数，可以通过极值原理确定使J 7 1 最小的决策变

量。由于（J 7（a + 1 ））min 是a + 1 阶段状态变量的函数，需要通过状态转移方程得到关于第a 阶段的状态

变量。

! 两冲量最优交会求解

!"# 两冲量交会的两种形式

两次冲量交会问题有两种描述形式，第一种形式是在初始点与目标点各加一次冲量，并满足交会条

件；第二种形式是在初始点与始末两点中间某点各进行一次变轨，之后经过给定地心角后满足交会条

件。

先考虑第一种形式，第二次机动的指标函数如下：

J 22 =!!Vr 2!2 +!!Vf 2!2

因为第二阶段并未进入轨道，故有!f 2 =0 ，于是有S 2 =0 ，c 2 =1 ，利用式（1 ）可得：

!Vr 2 = Vrt -Vr 2 ， !Vf 2 = Vft -Vf 2

接着求解第一次机动的决策变量，此时指标函数如下：

J 21 =!!Vr 1!2 +!!Vf 1!2 +!Vrt -Vr 2!2 +!Vft -Vf 2!2 （11 ）

显然只要使J 21 最小即可得到第一次机动的速度增量。形式二可以转化为形式一，当目标状态给定后，

第二次变轨后的状态即由目标状态确定，通过目标状态可以得到第二次变轨后的状态量，于是问题就转

化为第一种形式。多次冲量也会有类似形式二的情况，以下仅对形式一寻求最优解。

!"$ 两冲量最优解算法

为了使所求轨道公式（11 ）的指标函数最小，需要对J 21 关于!Vr 1 与!Vf 1 求导。仔细分析不难发

现，指标函数隐含了公式（1 ）中后两个式子，而不包含第一个式子的信息，故指标函数还需要附加这一约

束条件，定义此式为!，于是将问题描述为使J 21 最优的一个条件极值问题。本文算法采用Lagrange 乘

子法解条件极值问题，引入Lagrange 乘子"，将条件极值转化为求下面方程的无约束极值问题：

L =J 21 +"! （12 ）

对（12 ）式关于!Vi 1 、!Vf 1 求导并令其为0 ，则有：

#L
#!Vr 1

=0 ， #L
#!Vf 1

=0 （13 ）

联立（13 ）式和函数!，可以得到下面关于V +
f 1 的四次函数：

g 0V + 4
f 1 + g 1V + 3

f 1 + g 2V + 2
f 1 + g 3V +

f 1 + g 4 =0 （14 ）

其中：

g 0 =4［S 2
1 +（c 1 -r 1／r t ）2 ］

g 1 = -2S 1［Vrt + Vf 1S 1 + Vr 1c 1 +（VftS 1 -Vrtc 1 -Vr 1 ）r 1／r t ］

g 2 =0

g 3 =2$S 1（1 -c 1 ）（Vr 1 -Vrt ）／r 1

g 4 = -4$2（c 1 -1 ）2／r 2
1
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解此四次方程（四次方程的求解可以参考常见的数学手册），得 V +
f 11 、V +

f 12 、V +
f 13 、V +

f 14 四个值。将

这四个值代入公式得到相应的四个周向速度!Vf 11 、!Vf 12 、!Vf 13 和!Vf 14 ，径向速度!VT 11 、!VT 12 、

!VT 13 、!VT 14 可由公式（2 ）、（3 ）、（7 ）获得，具体求解关系如下：

!VTi =
!（1 -c 1 ）+（c 1

T 1
- 1
T t

）（T 1V +
f 1 ）2

S 1TV +
f 1

-VT 1 （15 ）

将虚根剔除后分别代入（11 ）式，比较最优性即可得最优解。两点边值问题的最优解总是存在的，可

以将上式求得的多个解代入极值充分条件进行判断，通常并不需要做这一步。最优解的选择也可由工

程应用唯一确定。

计算中发现方程的几个系数差异可以达到1020 量级，为了简化计算并减小求解误差，对位置与速度

采用归一化处理，距离以地球参考椭球体的赤道半径ae 为单位，时间单位取（a 3
e／!）1／2 ，则地心引力常

数!归一化为1 。代入公式（14 ），g 0 、g 1 公式形式不变，g 3 、g 4 表达式变为：

g 3 =2S 1（1 -c 1 ）（VT 1 -VTt ）／T 1 ， g 4 = -4（c 1 -1 ）2／T 2
1

3.3 !!1 =180 的情况

如果取!f 1 =180 ，仍然可以利用（14 ）式求得最优解，此时方程系数简化为：

g 0 =4（c 1 -T 1／T t ）2 ， g 4 = -4!2（c 1 -1 ）2／T 2
1 ， g 1 = g 2 = g 3 =0

在此条件下可以直接得到：

!Vf 1 =
2!T t

T 1（T 1 + T t! ）-Vf 1 （16 ）

利用公式（7 ）得到

!VT 1 = -VT 1 （17 ）

当初始轨道与目标轨道都为圆轨道时，上式得到的转移轨道与霍曼转移一致，这也证明了霍曼转移

轨道是能量最优转移轨道。

3.4 两次冲量仿真实例

给定 初 始 条 件 为 椭 圆 轨 道，其 中 T 1 = 6778km，VT 1 = 0 ，Vf 1 = 7. 78929km／S ，目 标 位 置 T t =
6959. 728378km，VTt =0. 253114km／S ，Vft = 7. 605646km／S ，经过的地心角取!f 1 = 77. 639 ，利用上面

的算法可得：

!VT 1 =0. 058 ， !Vf 1 =9. 963 ， !VT 2 =0. 059 ， !Vf 2 =10. 042
速度增量单位取 m／S 。

4 三冲量最优交会

4.1 三冲量最优解算法

在解决了两冲量最优解的条件下考虑三冲量最优问题，由第三次机动可以确定!VT 3 、!Vf 3 满足：

!VT 3 = VTt -VT 3 ， !Vf 3 = Vft -Vf 3 （18 ）

由第二次机动可以确定!VT 2 ，!Vf 2 的值，计算参考3 .2 节。对于第一次机动，指标函数如下：

J 31 =（J 32 ）min +（!VT 1 ）2 +（!Vf 1 ）2 （19 ）

可以通过极小化J 31 得到!VT 1 、!Vf 1 。（J 32 ）min 是!VT 2 、!Vf 2 及T 2 的函数，其与决策变量!VT 1 、!Vf 1

及第一次变轨的状态变量之间的关系可以由公式（2 ）确定。需要说明的是J 31 中已经隐含关系式"，所

以在求极值时无需再加入这一约束。利用极值条件则有：

#J 31

#!VT 1
=0 ， #J 31

#!Vf 1
=0 （20 ）

由于方程（14 ）是四阶方程（注意两次与三次机动下标的区别），!VT 2 、!Vf 2 通常不能直接写出解析
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解，所以J31 中含有中间变量!V12 、!Vf2 。为了得到最优解，需要利用公式（20 ）联立（14 ）式及其他一些

辅助方程求解，这一联立方程组需要利用数值方法获得。在某些特殊条件下也可以直接导出J31 与第一

次决策变量的显示关系，此时无需联立其他方程，利用公式（20 ）可以直接求出使J31 最小的!V11 、

!Vf1 。

4.2 !!i=180 的情况

当三次冲量间的轨道地心角都取180 时，方程求解相对比较容易，第三次机动决策由公式（18 ）确

定，第二次机动可用公式（16 ）、（17 ）直接求解，于是J32 min 完全由初末条件及第一次机动决策变量显示表

示。联立方程（20 ）可以确定最优解，通常这两个方程比较复杂，本文不具体列出，需要利用数值运算获得。

4.3 三次冲量仿真实例

初始 条 件 为 圆 轨 道，其 中 11 = 7000km，V11 = 0 ，Vf1 = 7. 546053km／s ，目 标 位 置 1 =
13803. 450985km，V1 =0 ，Vf =5. 373720km／s ，经过的地心角都取180 ，利用三次冲量算法可得：

!V11 =!V12 =!V13 =0 ， !Vf1 =0. 584431km／s
!Vf2 =1. 078556km／s ， !Vf3 =0. 493882km／s

5 问题的进一步探讨

利用动态规划求解二维问题，当冲量次数增加时，优化算法会比较复杂，同时运算量也会增大，需要

借助计算机仿真手段进行求解。对于三维以上问题的求解则需要首先考虑降维处理的问题，当前可供

采用的降维方法很多，主要有拉格朗日乘子法［8 ］、逐次逼近法，网格法和进化算法等。由于交会动力学

表现出严重的非线性，利用后三种方法更为有效，文献［9 ］采用了网格法进行降维处理，这种方法对离散

决策集可行，但对连续决策集计算量比较大而且只能在给定离散决策集下得到最优解。如果采用进化

算法则可以进行全局寻优，当考虑地心角不定的平面多阶段交会问题时，可以对地心角的!fi决策采用

进化算法编码，而对每阶段的冲量大小采用动态规划直接求解。这样每次决策过程只要给定一组地心

角编码，就可以采用动态规划原理确定出其他决策值，通过进化特性最终取得多维问题的优化解。

6 结 论

本文在平面交会问题中采用多阶段多维动态规划原理研究了在假定地球模型下多冲量交会问题的

最优解，给出了一套计算该问题的通用算法，并具体推导了二冲量与三冲量问题的最优解求解算法，最

后对考虑地心角决策的多维决策问题的解决方法进行了一些探讨。研究可以得到以下结论与启示：

（1 ）文中选择的状态变量与决策变量物理背景明确，便于表述与坐标转换。

（2 ）两冲量能量最省最优交会问题的解可以通过解一个四次方程求得。

（3 ）对于三次以上冲量最优解问题，采用动态规划原理完全可行，但求解过程比较复杂，需要借助计

算机数值计算完成。

（4 ）指标函数的形式可以按照要求适当改变，如以时间为最优性能指标、以速度增量绝对值或者时

间与速度增量复合形式为指标。

（5 ）可以采用进化算法与动态规划相结合的方法解决多阶段多维动态规划问题。
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