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时域电场积分方程中的奇异提取技术!
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摘 要：介绍了一种基于奇异提取技术的时域积分方程中奇异积分的处理方法，在奇异提取过程中，电磁

波传播的延迟效应对积分的贡献包含在内。数值实验表明该方法能够大幅提高自作用和近作用阻抗矩阵元

素的计算精度。
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Abstract ：Ati me domai n si ngularity extraction techniCue is presented to calculate si ngular i ntegrals i n ti me domai n electric
field i ntegral eCuation solver . In si ngularity extraction procedure，t he ti me-retardation eff ects i n ti me domai n i ntegrals are
i ncluded . Numerical examples demonstrate t hat t he presented method can greatly i ncrease t he accuracy of calculation of t he self-
i nteraction and near-i nteraction i mpedance matri x elements .
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时域积分方程法常用来解决瞬态电磁场问题，比如导体、介质体的时域散射问题，或者天线的时域

辐射特性［1 -3 ］。在运用时域矩量法求解时域积分方程时，表面的未知电流展开成一系列时间基函数和

空间函数积的和。时间基函数常为多项式函数，空间基函数则几乎都采用RWG 函数［4 ］。在计算阻抗

矩阵中的自作用和近作用元素时，会遇到奇异积分，而自作用和近作用阻抗元素对方程组的求解结果影

响较其他元素要大，所以需要采取合适的处理方法。计算阻抗矩阵元素的积分中，时间和空间变量是通

过电磁波传播的迟滞时间变量联系在一起的，为了简化计算，通常假设时间基函数在积分区域内的数值

变动不大［5 ］，这种假设实际上是非常勉强的，因为时间基函数通常定义在1!4 个步长内，而积分区域内

迟滞时间的变化通常也在1!4 个时间步长内，也就是说在整个积分单元上（通常是三角形片）时间基函

数的取值从最大到最小都有可能。本文给出一种奇异处理的方法，能够将迟滞时间对积分的贡献包含

在内，从而给出自作用和近作用元素的精确结果。数值实验证明了本文方法的有效性。

1 时域积分方程

设S表示任意形状导体散射体的表面，在入射电场!i（"，r）的照射下感应出表面电流#（"，r）。根

据导体表面的电场切向分量为零这一边界条件，可以写出下面的差分型电场积分方程。

!
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其中，R是观察点"到源点"$之间的距离，#=r-R／c为电磁波传播的迟滞时间，c为电磁波在该媒质

中的传播速度，"和$分别为该媒质的磁导率和介电常数。
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采用时间递推方法（Marchi ng-on-i n-ti me，MOT）求解式（1）时需要将未知电流进行空间和时间离

散，即将J（r* ，c）表示为一系列空间基函数和时间基函数乘积的和，也就是

J（r ，I ）  
 

j = - 
 
N

1 =1
I j

1f 1（r ）Tj（I ） （2）

其中，T（I ）和f（r ）分别为时间和空间基函数，N 为空间基函数的数量。本文的空间基函数采用被广泛

使用的RWG 基函数。时间基函数采用文献［6］给出的时间基函数，该时间基函数在定义域任意连续可

导，定义为
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在时刻I  j "I 对方程（2）进行伽略金检验，得到下面的线性方程组
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其中，
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在任何条件下（5）式的积分都不存在奇异，所以可直接采用数值积分方法来计算。（6）式的计算涉

及到下面两种积分
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（7）和（8）式中的外层积分不存在奇异问题，所以常采用三角形区域上的高斯积分来计算，而内层

积分在观察三角形和源三角形重合或者邻近时会出现奇异或者近奇异，此时不适合直接采用数值积分

方法来计算。

利用空间基函数的定义及其面散度的表达式［4］和矢量恒等式 ·（<a ）= a · <+< ·a ，忽略

（7）和（8）式内层积分的常数项，我们把最终需要处理的奇异积分写成
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其中，g 为三角形的自由定点。

! 奇异提取方法

首先构造下面的等式
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其中，tn（!）=（"n／"t n ）t（t ）t =!。将（11 ）、（12 ）和（13 ）式代入（9 ）和（10 ）式，并利用等式!= t -r／c
可得到下面的式子
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当r #0 时，积分I*1 的第一项和I*2 的前面两项中被积函数的分子为r 的高阶无穷小量，因此被

积函数在积分区域是非常平滑的，数值积分可以给出精确的结果。I*1 和I*2 的其他部分可以解析求

解［7 -8 ］。

由上面的奇异提取过程可以看出，将时间基函数的前面有限项非零泰勒级数减去，然后加上，这样

将积分分解成两部分，第一部分跟迟滞时间!有关，但是无奇异，第二部分跟迟滞时间无关且可以解析

求解。

! 计算结果

图1 数值计算所用的几何参数

Fig .1 Geometrical parameters of t he numerical experi ment

为了验证本文方法的有效性，我们采用三种方法计算了检验时刻t =（j -l ）!t 时（!t = 3. 33ns ）的

$I*1$和I/ 2 ，此时tn
j -l（（j -l ）!t ）= tn

j -l（0 ），当n 为奇数时，tn
j -l（0 ）=0 。如图1 所示，观察点p 位于

源三角形重心的上面，高度为h 。第一种方法为目前广泛使用的方法［9 ］，列出使用的公式：

I*1 = t/（!?n ）!
tn

r*-]
r dS/ （16 ）

I/ 2 = t（!?n ）!
tn

1
r dS/ （17 ）

其中，迟滞时间!?n 近似取为t -r?n／c ，r?n 为观察点和源三角形中心之间的距离。第二种方法采用本

文的奇异提取方法，取n 1 =0 ，n 2 =1 和n 3 =0 ，也就是只加减t（!），t/ （!）和t/（!）第一项非零的泰

勒级数项。第三种方法取n 1 =2 ，n 2 =3 和n 3 =2 ，也就是只加减t（!），t/ （!）和t/（!）前两项非零的

泰勒级数项。第二、三种方法中的数值积均采用三角形上16 点高斯积分计算。参考结果采用收敛判定
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门限为10 -10 的Romberg 数值积分获得。图2 表明第一种方法精度较低，通过从时间基函数中提取泰

勒级数项可将数值积分函数变得平滑，从而获得较高的精度。显然，提取的级数项越多，获得的精度越

高，但是必将提高计算的复杂程度，实际使用过程中提取两项已能满足工程计算的需要。

图2 三种方法计算!!!1!和!!2 的相对误差的比较

Fig .2 Comparison of t he relative error of !!!1!and!!2 calculated by three methods

! 结 论

提取时域电场积分方程中的时间基函数的低阶泰勒级数项，可将计算阻抗矩阵自作用项和近作用

相中的奇异和近奇异积分分成可数值计算的无奇异部分和可解析计算的奇异部分，等同于将电磁场传

播的迟滞时间变量的影响计算在内，从而获得高精度的阻抗矩阵的计算结果。同时，给出进一步提高计

算精度的可选方法：增加从时间基函数中提取泰勒级数项的数目。所给方法提高了计算精度，但是增加

了用计算机计算的时间消耗，所幸，只有在计算自作用和近作用时才会采取这样的方法，所以增加的计

算消耗在整个阻抗矩阵的计算中的比重并不大。数值实验验证了所给方法的有效性。
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