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结构方程模型参数估计的GME 方法!

刘 燕，陈英武

（国防科技大学 信息系统与管理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：提出应用广义最大熵的方法对结构方程模型的参数进行估计，该方法能够处理有限的或者不完

全数据。为了验证广义最大熵方法在估计结构方程模型参数时的性能，采用了一个应用于美国顾客满意指数

（ACSI ）的结构方程模型生成仿真数据，仿真结果表明，与PLS 相比，GME 方法具有更高的拟合精度和较低的

预测误差，在样本数据较少时，表现更为明显。
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Parameters of struct ural EIuation Model
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Abstract ：I A new method based on generalized maxi mumentropy is applied i n esti mati ng parameters of structural eCuation
model，which is meant f or situations wit h li mited or i ncomplete data . A sample t hat is used for ACSI is used to generate
si mulation data i n order to verif y t he perf or mance of GME. The results show that GME method can achieve higher i mitati ng
precision and smaller prediction errors compared to PLS，which is prominent when the sample size is relatively small .
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结构方程模型（struct ural eCuation model ，简称SEM）是一种综合性的统计方法，是对验证性因素分

析、路径分析、多元回归及方差分析等统计方法的综合。该模型源于上世纪20 年代遗传学者Sewall
Wright 发明的路径分析［1 -2］，70 年代开始应用于心理学、社会学等领域，80 年代初应用到了计量经济

学领域，如今SEM技术已经广泛应用到众多的领域。结构方程模型属于一种因果关系模型，是一种从

统计的角度构建模型的参数化研究方法。

GME（generalized maxi mumentropy，简称GME）方法［3］是ME 原理的扩展，是一种与分布无关的方

法，当模型样本较少时，与其他参数求解方法相比，能使模型的参数估计更加精确。另一方面，与其他统

计方法相比，GME 方法在处理模型中的病态数据（ill- posed data）和缺失数据（missi ng data）时，能使模型

达到收敛，稳定性较好。基于此，本文提出应用广义最大熵的方法对结构方程模型的参数进行估计。

1 结构方程模型

SEM是最近几十年来在应用统计学领域发展最为迅速的一个分支，被称为第二代数据分析技术。

与多元回归、路径分析及计量经济学中的联立方程组等方法相比，结构方程模型有着独特的优势。首

先，SEM不仅可以考察变量之间的直接影响，还可以揭示变量间的间接影响；其次，它允许自变量和因

变量之间存在测量误差，为分析潜在变量之间的结构关系提供了可能性。

1 .1 模型的构成

结构方程模型包括两个部分：一是外部模型（测量模型），描述可测变量与其潜在变量之间的关系；
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二是内部模型（结构模型），描述各潜在变量之间的关系。

（l ）结构模型

结构方程模型的结构模型部分规定了模型中潜在外生变量和潜在内生变量之间的因果关系，即

T =BT + l + C （l ）

其中，T（7> l ）是潜在内生变量构成的向量， （1> l ）是潜在外生变量构成的向量，B（7> 7）是

潜在内生变量的系数参数矩阵，l（7>1）是潜在外生变量的系数参数矩阵，C（7> l ）是残差项构成的

向量。

（2 ）测量模型

测量模型一般由两部分构成，分别规定了潜在内生变量和内生的可测变量之间，以及潜在外生变量

和外生的显变量之间的关系，即

Y= AyT + - （2 ）

X= Ax + 8 （3 ）

其中，Y（P> l ）是潜在内生变量T 的可测变量，X（Z> l ）是潜在外生变量!的可测变量，Ay（P>
7）是Y对T 的回归系数矩阵，Ax（Z>1）是X对 的回归系数矩阵，-（P> l ）和8（Z> l ）分别是对应

的测量误差向量。

（3 ）模型中观测变量的方差- 协方差矩阵

由（l ）!（3 ）式可得向量Z=（Y*，X*）的方差- 协方差矩阵

E =
AyA（lI"/+ I）A*A*3+ G# AyAlIA*x

AxIl*A*A*y AxlA*x+ G
!

"

#

$8
（4 ）

其中，A=（I-B）-l ，I，I，G- ，G8 分别是 ，C ，- ，8 的协方差矩阵。

l.2 模型的假设

结构方程模型存在以下假设：

- 与T 不相关，8 与 不相关，C 与 不相关，C 与- 、8 之间均不相关。

协方差矩阵满足：

CoV（ ）= I（1>1）；CoV（C ）= I（7> 7）；CoV（- ）= G-（P>P）；CoV（8 ）= G8（Z>Z）。

l.3 参数估计

结构方程模型的求解目的就是在给定变量$（Z> l ）和3（P> l ）的信息的情况下，通过参数求解方法得

到B（7> 7），l（7>1），A3（P> 7），A$（Z>1）及扰动C（7> l ），-（P> l ）和8（Z> l ）的值。目前，一般通过两种估计

技术对结构方程模型的参数进行求解。在SEM 技术中，有两种建模技术应用最为广泛：一种是基于最

大似然估计（maxi mumli keli hood ）的线性结构关系模型（li near struct ural relationshi p ，简称LISREL）［4 ］，

另一种是基于成分提取的偏最小二乘路径建模（PLS Path Modeli ng ）［5 ］。对于这两种估计技术的优劣，

学术界一直都有争论。一般认为，LISREL 方法侧重于模型的验证，对数据的分布一般有严格的限制；

PLS 则更关注变异解释，不需要充分的理论基础，对偏离正态的情况也能得到相对稳健的估计。

2 结构方程模型参数估计的GME方法

虽然PLS 能够解决LISREL 的“不正确解”、“因子不确定”和“违背分布假设”的局限性，但是PLS
估计方法对模型的样本大小有一定的限制：文献［6 ］研究表明，PLS 需要的样本至少是测量变量的l0
倍。Chi n 和 Newsted［7 ］研究发现，PLS 理想样本数最小推荐范围是200 !800 。当模型的样本数较少

时，PLS 方法的测评精度会下降，测评结果会出现较大偏差。因此，本文将采用广义最大熵的方法对结

构方程模型的参数进行求解。

2.l 熵的概念与ME原理

熵的基本概念最初源于热力学，后来由香农（C.E .Shannon ）［8 ］引入信息论，现已经在工程技术、社
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会科学等领域得到更多的应用。熵是系统状态不确定性的一种度量。当系统处于几种不同状态，每种

状态出现的概率为Pi（i =1 ，2 ，⋯，7 ），该系统的熵定义为：

~ = - 】
7

i =1
PilogPi （5 ）

其中，0 ＜Pi ＜1 ，】
7

i =1
Pi = 1 。

香农熵具有以下性质：

（1 ）~7（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ））0 ；（2 ）若Pk =1 与Pi =0（i =1 ，2 ，⋯，7 ；i 羊k ），则~7（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ）=
0 ；（3 ）~7 + 1（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ，P 7 + 1 = 0 ）= ~7（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ）；（4 ）~7（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ）＜~7（1／7 ，1／7 ，

⋯，1／7 ）；（5 ）~7（P 1 ，P 2 ，⋯，P 7 ）是一个关于所有变量的凸函数。

E .T.jaynes 提出了最大熵（ME）原理［9 -10 ］，为我们提供了一个选择概率分布的准则：在适定问题

的所有解中，应选择符合约束条件但熵值取最大的一个解，这是我们可以作出的唯一不偏不倚的选择，

使用任何其他选择，都相当于对我们未知的信息做了任意性的假设。

2.2 结构方程模型参数求解的GME估计

广义最大熵（Generalized Maxi mum Entropy ）［11 -13 ］是 ME 原理的扩展，一般认为jaynes 的 ME 原理

是针对系统内一个随机变量，而GME 的目标是同时最大化系统内所有随机变量的香农熵。Golan［14 ］提

出了用GME 方法求解不完整模型和有限数据的信息恢复问题。文献［15 ］用GME 方法来估计随机系

数样本选择模型。

本文采用GME 方法对顾客满意度进行测评，求解结构方程模型参数的思路如下：（1 ）将未知参数

和扰动参量重置，转换为离散的随机变量的期望值的凸组合；（2 ）把新的参量看作是数据约束，重新构

造模型；（3 ）根据GME 原理把问题转化为一个非线性规划问题；（4 ）采用合适的算法求解该非线性规

划问题。

2 .2 .1 参数重置

GME 方法是确定随机变量的分布函数，目标是同时最大化系统内所有随机变量的香农熵。但是，

结构方程模型中的未知参数!（m > m），F（m > 7 ），Ay（P > m），Aa（Z > 7 ）及扰动C（m > 1 ），S（P > 1 ）和B（Z > 1 ）都是确

定的值，不是概率形式。为了应用GME 方法求解模型中的未知参数，本文将这些参数进行转换。首先

对未知参数进行转换：

将!（m> m）中的元素!j k 定义为：!j k = 】
S

s =1
Z jksb jks ，j ，k = 1 ，2 ，⋯，m，其中b jks 是!j k 的支持参数Z jks

的对应概率，一般取S ）2 ，b jks G［0 ，1 ］，即满足】
S

s =1
b jks = 1 。将F（m> m）中的元素"ij 定义为："ij =

】
L

l =1
gijlf ijl ，j = 1 ，2 ，⋯，m，i = 1 ，2 ，⋯，7 ，其中f ijl 是"ij 的支持参数gijl 的对应概率，一般取L ）2 ，f ijl

G［0 ，1 ］，即满足】
L

l =1
f ijl = 1 。将Aa（Z >7 ）中的元素#aZi 定义为：#aZi = 】

A

a =1
 aZiaT

a
Zia ，Z = 1 ，2 ，⋯，G，i = 1 ，

2 ，⋯，7 ，其中T aZia 是#aZi 的支持参数 aZia 的对应概率，一般取A ）2 ，T aZia G［0 ，1 ］，即满足】
A

a =1
T aZia = 1 。将

Ay（P > m）中的元素#yPj 定义为：#yPj = 】
C

c =1
 yPjcT

y
Pjc ，P = 1 ，2 ，⋯，P ，j = 1 ，2 ，⋯，m，其中T yPjc 是#yPj 的支持参

数 yPjc 的对应概率，一般取C ）2 ，T yPjc G［0 ，1 ］，即满足】
C

c =1
T yPjc = 1 。

同时，本文也将扰动量转换为概率分布：

将C（m>1 ）中的元素$j 定义为：$j = 】
E

e =1
Oje je ，j = 1 ，2 ，⋯，m，其中 je 是$j 的离散支持空间Oje 的
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对应概率，一般取 E > 2 ，Ije  ［0 ，1 ］，即满足Z
E

e =1
Ije = 1 。将G（P >1 ） 中的元素!P 定义为：!P =

Z
D

d =1
OyPdI

y
Pd

，P = 1 ，2 ，⋯，P ，其中IyPd 是!P 的离散支持空间OyPd 的对应概率，一般取D >2 ，IyPd  ［0 ，1 ］，

即满足Z
D

d =1
IyPd = 1 。将B（Z >1 ）中的元素"Z 定义为："Z = Z

T

t =1
OIZ tI

I
Zt

，Z = 1 ，2 ，⋯， ，其中IIZ t 是"Z 的离

散支持空间OIZ t 的对应概率，一般取T >2 ，IIZ t  ［0 ，1 ］，即满足Z
T

t =1
IIZ t = 1 。

为了说明GME 方法估计结构方程模型参数的过程，由式（1 ）!（3 ）可以得到

!=A!（"-#）-1A-1
$F（$-B）+ A!（"-#）-1C+G （6 ）

其中，"是单位矩阵，A-1
$ 是A$的广义逆矩阵。

利用参数重置表达式，式（6 ）可表示为：

y P = #（b ，f ，T I ，T y ，II ，Iy ，I）

= Z
j
Z
c
 yPjcT

y
Pjc 1 - Z

j
Z
k
Z
S
Z jkSb j（ ）kS

-1 Z
Z
Z
i
Z
a
 IZiaT

I
Z（ ）ia

-［ 1

Z
i
Z
j
Z
l
gijlf ijl Z

Z
IZ -Z

Z
Z
t
O IZtI

I
Z（ ）t + Z

j
Z
e
OjeIj ］e + Z

d
OyPdI

y
Pd

（7 ）

2 .2 .2 模型重置

参数重置后，根据GME 原理，同时最大化未知参数的香农熵，则模型就可以表示为一个带有线性

约束的非线性规划问题，目标函数表示为多阶段求和，通过最大化目标函数就可以求解该问题。应用

GME 原理，模型重置后可表示为：

max ~（b ，f ，T I ，T y ，II ，Iy ，I）= - Z
j
Z
k
Z
S
b jkSl nb jkS -Z

i
Z
j
Z
l
f ijll nf ijl -Z

Z
Z
i
Z
a
T IZial nT

I
Zia

- Z
P
Z
j
Z
c
T yPjcl nT

y
Pjc - Z

j
Z
e
Ijel nIje -Z

Z
Z
t
IIZtl nI

I
Zt -Z

P
Z
d
IyPdl nI

y
Pd （B ）

约束条件为：

y P = #（b ，f ，T I ，T y ，II ，Iy ，I）

Z
S

S =1
b jkS = 1 ， j = 1 ，2 ，⋯，m，k = 1 ，2 ，⋯，m

Z
L

l =1
f ijl = 1 ， j = 1 ，2 ，⋯，m，i = 1 ，2 ，⋯，7

Z
A

a =1
T IZia = 1 ， Z = 1 ，2 ，⋯， ，i = 1 ，2 ，⋯，7

Z
C

c =1
T IPjc = 1 ， P = 1 ，2 ，⋯，P ，j = 1 ，2 ，⋯，m

Z
E

e =1
Ije = 1 ， j = 1 ，2 ，⋯，m

Z
T

t =1
IIZt = 1 ， Z = 1 ，2 ，⋯， 

Z
D

d =1
IyPd = 1 ， P = 1 ，2 ，⋯，

<

 

L P

2 .2 .3 模型的求解

从建立的模型可以看出，该模型中共有P + m2 + 7 m + Z7 + Pm + m + Z + P 个方程，包含了Sm2

+ 7 mL + Z7A + PmC + mE + ZT + PD 个未知参数。对于这个非线性规划问题，解的获取比较困难，可

以采用序列二次规划方法（SeCuential @uadratic PrOgrammi ng ，简称S@P）［16 ］来求解，S@P 算法是求解这

类非线性规划问题较好的算法之一。序列二次规划算法是一种以简单的子问题为基础的算法，在这种

算法中，子问题的目标函数是一个二次函数，也就是一个二次规划问题。以二次规划的解作为位移量进

行多次迭代，最终求得整个问题的解。
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! 仿真实验

图l 美国顾客满意指数的简单模型

Fig .l Basic model of ACSI

为了验证广义最大熵方法估计结构方程模型参数的性

能，本文采用了一个应用于美国顾客满意指数（ACSI ）的简

单模型生成仿真数据，其中包括两个外生潜在变量 l 、 2
和一个内生潜在变量 ，如图l 所示。

结构模型定义为：

 = l l + 2 2 + l （9 ）

 2 = 3 l + 2 （l0 ）

其中， l ， 2 ， 3 是回归系数， l ， 2 是扰动。定义x
为 的可测变量，y为 的可测变量，则测量模型表示为：

 l = llxll + l2xl2 + l3xl3 + l （ll ）

 2 = 2lx2l + 22x22 + 23x23 + 2 （l2 ）

 = lyl + 2y2 + 3y3 + （l3 ）

其中， 和 是回归系数， l ， 2 和 是扰动。

确定结构方程模型后，就执行仿真实验，仿真条件为：（l ）从模型中生成l00 个随机样本，样本大小

分别为l0 ，l5 ，20 ，30 ，60 。（2 ）x的值由参数为（6 ，6 ）的对称Beta 分布中得到。（3 ）系数初始值的设置：

所有的系数 设定为l／3 ， 的初值设定为（0.7 ，0.2 ，0.l ）， 的初值设定为（0.8 ，l .0 ，0.9 ）。（4 ）扰动

项 和 的值从联合分布U（0 ，l ）中得到，扰动项 从标准正规分布中得到。（5 ）基于 MATLAB 软件

实现序列二次规划算法，求解其中的非线性规划问题。

在上述仿真条件下，得到了系数估计值的误差均方差（MSE），GME 方法的结果见表l ，PLS 方法

的结果见表2 。

表l GME 方法估计结果

Tab .l Esti mated results by usi ng GME

样本大小 MSE（* ） MSE（* l ） MSE（* 2 ） MSE（* 3 ） MSE（* ）

l0 7 .4035E-3 4 .226E-2 6 .685E-4 6 .672E-4 7 .405E-2

l5 4 .778E-3 2 .23l E-2 5 .592E-4 4 .986 E-4 4 .785E-2

20 4 .0365E-3 2 .083E-2 5 .ll2E-4 3 .459 E-4 4 .603E-2

30 3 .9875E-3 l .896E-2 4 .098E-4 2 .653 E-4 3 .002E-2

60 3 .9l26E-3 l .803E-2 3 .92l E-4 l .425 E-4 l .543E-2

表2 PLS 方法估计结果

Tab .2 Esti mated results by usi ng PLS

样本大小 MSE（* ） MSE（* l ） MSE（* 2 ） MSE（* 3 ） MSE（* ）

l0 2 .3l7E-l 6 .478E-l l .456E-l l .572E-l 2 .6535

l5 2 .058E-l 4 .863E-l l .0l5E-l l .l79E-l l .9725

20 l .693E-l 3 .954E-l 8 .596E-2 9 .526E-2 l .5572

30 l .024E-l 3 .2l5E-l 7 .362E-2 7 .568E-2 l .3245

60 0 .l58E-l 2 .846E-l 5 .556E-2 5 .878E-2 9 .876E-l

其中，* 是变量 的测量模型中系数的估计平均值，* 是变量 的测量模型中系数的估计平均值。

从结果中可以看出，对于所有的参数，GME 方法的 MSE 值都小于PLS 方法的 MSE 值，这说明GME 方
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法具有较低的预测误差，优于PLS 方法；另一方面，随着样本的增加，两种方法 MSE 值的差额成下降的

趋势，这说明在样本很小的情况下，GME 方法相对于PLS 方法，具有更小的估计误差，因此在样本数据

较少时，GME 方法性能的优越性表现更加明显。

实际上，GME 参数估计思想与PLS 的估计思想完全不同。

（1 ）GME 方法遵循信息理论的基本规则，满足信息守恒原理（输入信息等于输出信息），即在转化过

程中没有信息损失。输入的两个信息是数据密度与参数的先验信息，输出的两个信息是数据的后验分

布与最优的函数关系；PLS 估计是通过模型的顺序迭代进行的，主要目标是提取显变量的最大变异，并

追求潜在变量之间的最大相关。

（2 ）从GME 的估计过程看，该方法能够处理有限的或者不完全数据的情况，对样本的大小和数据

的分布没有要求，并可以有效克服变量之间多重共线性的危害，还可以灵活处理变量之间的非线性关

系；对于PLS 估计技术，在模型样本数量较少的情况下，测评结果会出现较大偏差，并且PLS 不善于处

理模型中出现的缺失数据和病态数据，也不能处理变量之间的非线性关系。

（3 ）GME 方法模型参数的估计值是一系列可能取值的概率加权平均，即它们的数学期望；而PLS
的估计值是确定值，所以GME 方法估计的模型与PLS 估计的模型具有高的可靠性与准确的预测性。

! 结 论

应用广义最大熵的方法对结构方程模型参数进行估计，将参数求解问题转换成一个非线性规划问

题，应用于顾客满意度指数模型的仿真结果表明，在样本数量很小的情况下，PLS 方法的结果出现了较

大偏差，而GME 方法的精度较高，优于PLS 方法。对于GME 参数估计思想与PLS 估计思想的比较，

也在理论上给出了相应的解释。因此，本文为结构方程模型的参数估计，尤其在模型样本较少的情况下

提供了一个全新的视角。

作为一种新的建模估计方法，在一些理论方面还有待进一步研究。如模型参数的检验办法、参数和

误差项支持空间的准确确定以及与其他估计方法的比较与关联等。
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