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摘 要：线性规划优化分析在经济管理等领域有着广泛的应用。当线性规划约束条件的右端向量在一定

范围内变化时，目标函数的最优值是右端向量的一个复杂的分片线性函数，但通常难以给出分析表达式。应

用多项式回归、径向基函数、Kriging 法及多项式回归 + Kriging 法这四种元模型方法，能快速预测最优值函数。

通过仿真实验，对这四种形式的元模型作较全面的比较分析。数值实验的结果表明，用次数较少的实验设计，

后三种方法都具有较高的拟合精度；特别地，多项式回归 + Kriging 法不仅拟合精度高，而且还能用一个二阶多

项式给出最优值函数的一个简明的近似描述。结果表明，元模型方法是研究线性规划优化分析问题的有效途

径。
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Abstract：OptimaIity anaIysis of Iinear programming is used extensiveIy in economy and management. The optimaI objective
vaIue is a compIicated piecewise Iinear function of the right-hand-side vector of the constraints，and its anaIyticaI expression is
normaIIy hard to obtain. Four metamodeIs，that is，poIynomiaI regression，radiaI basis function，Kriging interpoIation，and
poIynomiaI regression hybridized with Kriging interpoIation，are used to rapidIy predict the optimaI objective function vaIue.
Comparative anaIysis through simuIation experiments shows that the Iast three methods can provide higher accuracy fitting with
fewer experimentaI designs. In particuIar，poIynomiaI regression method hibridized with Kriging interpoIation can not onIy have a
good fitting accuracy but aIso give a simpIe approximate expression of the optimaI objective function vaIue using a second-order
poIynomiaI. The resuIts show that the metamodeI method is effective for optimaIity anaIysis of Iinear programming.
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kriging method

计算机仿真是研究复杂系统的重要手段。通常，由于真实系统的巨大复杂性导致其仿真模型也极

其复杂，从而使得仿真实验非常耗时，对仿真模型进行分析十分困难，也使得仿真的时效性难于保证。

元模型方法的基本思想，是依据仿真模型产生的 I / O 数据建立简化的数学模型。因此，它大大降低了仿

真的计算复杂度。用它来代替或部分代替仿真模型进行仿真实验，能在满足精度要求的条件下，大幅度

降低计算的开销，提高仿真的效率。近年来，元模型的概念与方法［1 - 2］已成为系统仿真领域新兴的一个

热点，它适用于低分辨率快速仿真与跨层次仿真建模，在工业设计与制造、管理科学及军事装备采办等

方面有着日益广泛的应用。

线性规划是经典的数学问题，应用极为广泛。它的优化分析是研究当约束的右端资源向量在一定

范围内变化时，其最优值的变化规律及对资源向量的依赖关系，这在经济管理与决策中有着很广泛的应
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用。由于最优值函数是右端向量的复杂的分片线性函数，写出其分析表达式非常困难，因此，决策者难

以了解其依赖关系，也不能进行快速决策。1996 年，Johnson［3］首次将仿真元模型的思想方法应用于线

性规划的优化分析，并采用多项式 + Kriging 法元模型拟合最优值函数，获得了较好的效果。作者研究

了右端向量部分可变时的线性规划优化分析问题［4］。本文应用多项式回归、径向基函数、Kriging 法及

多项式回归 + Kriging 法，对线性规划优化分析进行元模型拟合方法比较，确定出实际效果较好的元模

型。

!" 线性规划优化分析的概念与性质

考虑线性规划（LP：Linear Programming）问题：

maxcTx
s. t. Ax = b
  x #

（1）

其中，A Rm X n，b Rm，c，x Rn，当右端向量 b 在某个容许集：S =｛b I L b U，L，U Rm ｝内变化时，

LP 的最优解和最优值都随 b 的变化而变化。对这种问题的研究称为优化分析。

对于一个给定的右端向量 b，LP 的解有下面三种情况［11］：（1）无可行解；（2）有最优解；（3）有可行

解，但无最优解。在本文中，假定取定的每个右端向量 b，都能使 LP 有最优解。在（1）式中，假定 rank
（A）= m，则它存在基本解。我们定义 P S（A）=｛b I b = Ax，x #｝为矩阵 A 的列向量的正锥，简称为 A

的正锥。则 P S（A）是 A 的列向量的正线性组合的集合，它是使 LP（1）有可行解的右端向量 b 的集合。

因此，为保证 LP（1）有可行解，假定右端向量 b 的容许集 L b U 是 P S（A）的子集合。设 B 是 A 的

满秩方阵，即 B 为基矩阵，如果满足可行性条件：B - 1b #，则 B 为可行基矩阵，对应的解：xB = B - 1b，xN
= 0 为基本可行解。如果进一步满足最优性条件：c -（B - 1A）TcB #，则 B 为最优基，对应的解为最优

解。此时，目标函数最优值为 !（b）= cT
BB

- 1b. 可以看出，LP（1）的可行性条件与右端向量 b 有关，而最

优性条件与 b 无关。设 B 为最优基，称 R =｛b IB - 1b #｝为 B 的临界域。容易证明下列结论。

定理 ! LP 的每个临界域都是一个凸锥，LP 的临界域最多有限个，P S（A）是所有临界域的并集。

假定 LP 的所有临界域为 R1 ，R2 ，⋯，Rr，那么，我们有：

（1）在每个临界域上，!（b）= cT
BB

- 1
 b 是 b 的线性函数，其系数为对偶变量；

（2）!（b）在每个临界域上是线性的，但在 P S（A）上是分片线性的；

（3）!（b）是 P S（A）上连续的凹函数，但未必可微；

（4）如果向量 b 扩大 "（" > 0）倍，那么，对应的最优值函数 !（b）也扩大 " 倍，而且各临界域也相应

扩大 " 倍。但是，临界域的数目保持不变。

一般地，要写出 !（b）是非常困难的，甚至是不可能的。Johnson［3］用二阶多项式函数来近似较复杂

最优值函数 !（b），建立了最优值函数的元模型。利用这一多项式元模型，不仅能达到快速预测的目的，

而且还能近似了解最优值函数 !（b）与参数 b 的关系，分析参数 b 的分量对 !（b）的影响程度。明显地，

如果临界域的数目 r = 1，那么 !（b）是 b 的线性函数，用多项式可以精确拟合 !（b）；如果临界域的数目

r > 1，那么 !（b）是 b 的分片线性函数，用多项式拟合 !（b）会产生较大的误差。针对这一情况，本文用

多种形式的元模型进行拟合与验证，通过比较，得到了拟合精度更高的元模型。

$" 四种形式的元模型与比较方案

现在，把 LP 看作资源分配问题的仿真模型，我们的任务是建立这一仿真模型的元模型，即用较简

单的函数 ŷ（b）来近似较复杂的最优值函数 !（b）。在仿真实验中，我们把 b 的各分量 J1 ，J2 ，⋯，Jm 看做

输入变量（或实验因素），对应的最优值 !（b）作为输出变量（或响应），把求解 LP 的最优化程序（ 如单

纯形法）作为仿真实验器。按选定的实验设计方案，在实验区域内给定输入变量 b 的一个值，利用 LP
的最优化程序求得一个最优值，从而得到一个实验数据集。

在拟合元模型时，首先将约束因素水平规范化，令
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zi =
6i - 6i，0

A i
， i = I，2，⋯，m

其中，A i =
Ui - Li

2 ，6i，0 =
Li + Ui

2 。然后，把 zi（ i = I，2，⋯，m）作为元模型的输入变量，而元模型的输出变

量为 P（b）的估计值 ŷ（b）。当 b 在容许集 S 上取值时，各 zi 在［ - I，I］上取值。

元模型的形式与拟合的方法很多［I，5 - 8］，常用的有多项式回归模型、多元自适应回归样条、径向基函

数法、Kriging 模型、神经网络及模糊图等。选择什么样的元模型形式与拟合方法，既与建模者掌握的仿

真系统的领域知识有关，也和仿真的需求及实验设计与仿真所获得的实验数据有关。通常，根据仿真系

统的特点，选择实验代价较小，同时，又期望模型拟合精度较高的元模型形式与拟合方法。针对不同类

型的应用问题，研究元模型的选择是重要的课题［5，9 - I0］，评价的准则包括模型的精度、鲁棒性、有效性、

透明性与易计算等。

针对线性规划优化分析问题的特点，我们选择多项式回归（PR：PoIynomiaI Regression）、径向基函数

法（RBF：RadiaI Basis Functions）、Kriging 法（KG）、多项式回归 + Kriging 法（PRKG）四种元模型拟合方

法进行仿真实验与比较分析。

2. 1 多项式回归元模型

用低阶多项式来拟合响应函数是一种常用的元模型方法。注意到 P（b）是线性或分片线性函数的

特点，本文使用二阶多项式元模型来近似 P（b）。

P（b） ŷ（b）= B0 + Z
m

i = I
Bi zi + Z

m

i = I
Bii z

2
i + Z

i# 
Bi zi z 

将拟合函数写作向量形式

y = z! + S （2）

利用最小二乘法求得

!̂ =（ZTZ）- IZTy， ŷ = z!̂ （3）

其中，（3）式中的向量 y 是各设计点对应的响应 P（b）的值。一般情况下，（2）式中的 S 为随机测量误

差。但这里考虑的是确定性问题，S 看作的 P（b）真实值与估计值 ŷ（b）的偏差，即估计误差：

"̂ = y - ŷ （4）

2. 2 径向基函数元模型

径向基函数法的基本原理是用一组实验设计点处的基于 EucIidean 距离的径向对称的基函数的线

性组合来拟合响应函数，其形式为

y = Z
N

i = I
Bi z - zi （5）

将各设计点处的响应值代入（5）式，并写成向量形式，得 y = 0!，解得：

! = 0 - Iy
2. 3 Kriging 元模型

Kriging 方法的基本原理是用各实验设计点处的响应值的加权平均来估计实验区域内未知点处的

响应值，即

yp = Z
N

i = I
wi ŷi + e（z）= WT ŷ + e（z） （6）

其中，wi 为权值，满足Z
N

i = I
wi = I，N 为仿真实验设计点的数目，e（z）为随机变量（这里为模型误差），假定

其均值为 0。令均方预测误差最小，求得权矩阵为

W =（#- I ）T $ + 1 I - 1T#- I$
1T#- I( )1

其中，#是一个 N X N 矩阵，其元素 Ti 为实验设计点 i 与  之间的协方差，$是 N 维向量，其元素 vi 是预

测点 p 与设计点 i 之间的协方差，本文用两点间的 EucIidean 距离代替它们的协方差；1 为 N 维向量，其
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元素全为 1。这样，代入式（6）得到 Kriging 元模型

ŷp = wT ŷ
2. 4 多项式回归 + Kriging 元模型

该方法是先用二阶多项式拟合函数，得到多项式回归元模型（3）式，再对拟合误差（4）式用 Kriging

法进行拟合，得到（4）式的估计值 !̂
^

作为误差补偿，最后得到对应的元模型

ŷp = zp! + !̂
^
p

2. 5 比较方案

我们针对 b 为二维和三维的情况进行比较实验。二维的情况采用 Johnson［3］的例子，三维情况用随

机生成的一个例子。实验设计方案采用 m 水平完全析因设计，取 m = 2，3，5，6 四种情况，分别对应网格

间距为 d = 2，1，0. 5，0. 4。对于 d = 2 的情况，增加中心点的一次实验。对应的数据集分别记作 E1 ，E2 ，

E3 ，E4 ，将它们用于拟合。再在实验区域内随机抽取 100 个点用于模型的验证。用如下数量指标来评价

元模型的预测精度：

（1）R2 = 1 - MSE
S2 ，一般地，R2 越大，元模型越精确。其中 MSE = 1

NZ
N

i = 1
（yi - ŷi）

2 为均方误差，S2 =

1
NZ

N

i = 1
（yi -  y）为方差，N 为实验数据点个数；

（2）相对最大绝对误差：

RMAE =
max｛I yi - ŷi I I i = 1，2，⋯，N｝

S
作为 R2 补充，较小的 RMAE 反映元模型拟合效果更好。

3 数值仿真实验与结果分析

例 Johnson［3］的一个二维线性规划优化分析的例子：

max 10x1 + 20x2 + 12x3 + 16x4

s. I. 10x1 + 20x2 + 16x3 + 12x4 + x5 = 61

  20x1 + 12x2 + 10x3 + 16x4 + x6 = 62

  x1 ，x2 ，x3 ，x4 ，x5 ，x6  0

（7）

右端向量的容许集为：200 61  600，200 62  600。

利用分析方法，可以得到 LP（7）的临界域为

R1 =｛b S I 61  0，61 - 3
4 62  0｝

R2 =｛b S I 61 - 3
4 62 > 0，61 - 3

5 62  0｝

R3 =｛b S I 61 - 5
3 62 > 0，62  0｝

对应的最优值函数为

"（b）=

4
3 61 ，b R1

8
1161 + 5

1162 ，b R2

5
3 62 ，b R













3

可以看到 "（b）是 S 上的分片线性的连续函数，在几何上对应的图形为分片的平面（如图 1）。我们编写

了仿真实验的 MATLAB 程序，在 PC 机上，大约 15s 就可以完成元模型的建立与验证。用 ExOGI 汇总得到的实
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图 1 最优值函数图形为分片平面

Fig. 1 Figure of objective vaiue function

验结果如图 2 所示。

从图 2 看出，在四种不同的实验设计方案下，按 PR，RBF，

KG，PRKG 这四种方法的顺序，的值越来越大，RMAE 的值越

来越小。所以，比较而言，按 PR，RBF，KG，PRKG 这四种方法

的顺序，其拟合精度越来越高。但是，KG，PRKG 方法的拟合

精度比较接近，RBF，KG，PRKG 方法的拟合效果明显胜于 PR
法。但是，PR 法能给出较明确的元模型表达式，从而带给决

策者更多的信息。我们也看到，随着实验因素水平的增大，采

样数据点增加，四种元模型的精度也随之提高，但实验代价也

随之增大。综合考虑，我们认为，2 因素 3 水平的完全实验设

计对于线性规划优化分析是较好的实验方案，PRKG 方法除具

有较高的精度外，还能提供一个较简明的最优值函数的多项

式近似表达式，方便决策者分析预测。下面给出这四种实验设计方案下采样数据集 !1 ，!2 ，!3 ，!4 对应

的 PR 多项式元模型：

图 2 四种元模型对不同实验设计的精度比较

Fig. 2 Comparison of precision about four metamodeis in different experiment designs
"!（!）= 403. 6364 + 134. 8485#1 + 101. 5152#2 + 86. 3636#1 #2

"!（!）= 418. 8552 + 148. 4848#1 + 101. 0101#2 + 86. 3636#1 #2

"!（!）= 435. 2727 + 151. 3939#1 + 95. 6364#2 + 87. 1515#1 #2

"!（!）= 438. 4175 + 152. 5974#1 + 94. 6753#2 + 87. 3408#1 #2

上述四式都反映出分量 $1 比 $2 对最优值函数的影响较大。

我们还借助于数学软件 MATLAB 与 MATHEMATICA，随机生成右端向量 ! 为三维的例子进行仿真

实验。三维情况下，!（!）的表达式非常复杂，写出其分析表达式是不现实的。但用上述元模型方法仍

然可以获得非常好的效果，各元模型的性能与二维情况类似。

!" 结束语

如何选择元模型的形式，使它在实现其应用目标的同时，更好地反映出原系统与仿真系统的行为特

性，一直是元模型研究中的一个难点问题。本文针对线性规划优化分析这一应用背景，通过仿真实验比

较了多 项 式 回 归、径 向 基 函 数、Kriging 法、多 项 式 回 归 + Kriging 法 四 种 元 模 型 的 性 能 表 现。与

Johnson［3］相比，我们比较了更多的元模型形式与不同实验方案，得出了更清晰的结论。实验表明，只要

用较少的实验（如 3 水平的完全因子设计），这四种方法除多项式回归外，其它三种都有很好的拟合精

度。特别是多项式回归 + Kriging 法还能给出最优值函数的一种简明的二阶多项式近似，从而能为管理

决策过程提供更为有效的辅助支持。本文的方法适合一般仿真问题的元模型选择研究。

致谢 作者 2005 年在清华大学访问期间，得到数学系白峰杉教授的悉心指导，在此表示衷心感谢。
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