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摘要：结合形变原理及网格迭代思想，利用方向导数计算控制函数，提出一种新的二维空间自适应网格

生成算法。数值实验表明，该算法能较好地适应解函数的空间剧烈变化。与其他自适应算法比较，其主要优

点是该算法逻辑简单，避免了解网格偏微分方程，节约了网格计算时问。
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Abstract：A new algorithm of mesh generation for 2-D adaptive mesh method is voposecl while combining the deformation principle

and the idea of mesh iteration by ineans of directional derivatives to ex)mpute the monitor fimction，The numerical experiments show that

this algorithm caIl well adapt to high sr枷al activities of the solutions．The main advantage of this algorithm is its simple logicality and it

call avoid solving moving mesh partial differential eqllat．iO[IS and save time for computing mesh to compare the other adaptive algorithms．
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在偏微分方程(PDE)数值解领域，自20世纪60年代末Winslow【1o提出非均匀网格方法以来，自适

应网格方法以其高效率和高精度吸引了无数的研究者。目前，自适应网格解一维空间问题已得到较满

意的解决，并已在各个领域得到广泛应用[2】。然而，高维空间问题的解决仍存在许多困难。网格自适应

方法最终都转化为解移动网格偏微分方程(M阍)DEs)bJ。这些方法均存在以下问题：(1)产生的网格偏

微分方程高度非线性方程，解这些方程往往需要花较大的计算代价；(2)在某些情况(如数值耗散)下，往

往产生网格折叠、缠绕等问题；(3)在某些方法中，还要求产生的网格具有光滑性和无偏斜性，有时需强

制修改生成的非光滑或偏斜网格。

90年代初，Dvinsky【41提出了基于调和映射的自适应网格方法；最近，Ⅱb“1等用调和映射方法对二

维和三维奇异问题进行了较好的解决。尽管Caor7-sj等认为调和映射产生的网格的网格密度与实际的

密度分布吻合得不十分良好，但其将PDE解算法和网格选择程序相分离以及网格迭代的思想很有价

值。Liao一一10]等在1995年，或更早的时候就有人提出了一维空间形变方法以及推广到高维空间的形变

方法。众所周知，除了以上提到的问题外，高维空间的形变方法还存在其他一些问题和不确定性怛’6‘7]。

受形变原理和网格迭代思想的启发，本文提出了基于方向导数的二维自适应网格方法。其自适应

策略有以下特点：(1)迭代地进行网格细化；(2)每个三角形单元的尺寸大小是基于一维形变原理用网

格结点沿单元某边的方向导数来控制的；(3)网格的细化过程只需要简单的代数运算，无须解复杂的高

度非线性网格偏微分方程，降低了网格计算代价；(4)细化过程的每一步均在正则化条件和精细化条件
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下进行，生成的网格没有折叠和缠绕；(5)PDE的解算法采用有限元方法，对网格的光滑性和偏斜性没有

严格的要求，只要求网格正则和足够精细。

1二维空间自适应网格细化原理

一维空间的形变方法描述有多种[9】。考虑二维平面上的形变方法网格细化问题。设n c《为物理

域，力。cR为参考域，一一映射声将n。映射为n。又设对于参考域上的网格结点集S7={P7i P7i En。，

i E J『}，P7i在Q。上的坐标为∥i，i E，，其中，为网格结点指标集。物理域上相对应的网格结点集为S

={Pi P产jI(P7i)E n，P7i E S7，i∈，}，Pi在n上的坐标为Xi，i E，。对于n。上结点P7i及其邻结点

P7f，通过映射声，国上有对应点Pi及其邻结点P，。令

1=P0一P7i，L=只一弓 (1)

dl=l x7，一∥i I，dL=l置一墨I (2)

又设j5在国。上的结点P7i沿方向z的方向导数为雾，根据一维空间形变原理㈨，有

dL。l譬|．dl (3)

若变换声在力。中网格结点P7i沿方向z的方向导数满足aj5131=八jI，f)>o，则

dL—l箦l·dl=以j5(x7∥)，t)dl=f(Xi，￡)d／ (4)

故网格点只附近在映射声下，n中网格形变长度d￡与n。中网格长度dz成正比，比例系数为八五；￡)，

注意这个系数是Xi；t的函数。如果令Q。=n，即将物理网格结点P；看成参考网格结点，则在结点

Pi，式(4)仍然成立。

事实上，在每个点Pi有无穷个方向1，我们不像一维形变方法那样去解网格方程，而仅仅用庐在结

点Pi沿方向f的方向导数a声，a z=以五，f)作为在点只的形变系数来估计d￡的大小。例如取

．厂(Xi，t)=1／[1+K(Su／31)2] (5)

其中，U为原方程的解，K为控制网格密度的常数(事实上，厂的取法有很大的弹性，如可取，(置；t)=

l／[1+K，u2+砭(aulSl)2]。在点Pi只须计算出3u／3l，则可由式(4)大致估算出d￡的大小。设

置=(石i，Yi)，l，=(戈，y)，lD=~／(戈一石i)2+(y—Yi)2

由方向导数的定义： ‘引=脚业掣=，粤气澄渊 ㈤

其中，Y=(髫一髫i)(”一Yi)／(骛一戈i)+Yi，即(戈，Y)沿方向f趋于(瓤，Yi)。当只与只充分靠近时，近

似地有

㈨一港等等等 ㈣

我们考虑参考域0，中一个边长为h的正三角形AA～B C7在变换j5之下映射到物理域n中的仿射

三角形AABC，线段A787映射为曲线AB，线段A7C7映射为曲线AC，线段B7C7映射为曲线BC。令，1_

A7矛；f2=A 7C7，设AA787c7的面积为S刨∥c，AABC的面积为S△佃c，则

面一l琵卜，丽一l蓑卜 c8，

s△删=A·面·丽。A I羟鬟l h2,us鲋Fc (9)

其中，A，岸为与h无关的常数。推而广之，设n。中的三角形面积微元d仃7通过jl映射为n中的微元

曲，则有d仃一p7d盯7，其中p7为与三角形边长无关的常数，也可近似看作面积微元变换的雅可比式。
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对于取厂(Xi；t)=1／[1+K(au／a1)2]形式的控制函数，因为0<f(Xi，t)≤1，在解M剧烈变化的区

域点上，I 3u／3l I很大，厂很小，变换≯会将原来长为h的线段形变成长度很小的曲线，故此处物理网格

应该很密集；反之，在解u变化小的区域点上，Iau／3lI很小，，。1，故此处物理网格应该很稀疏。总之，

声会将Q。中长为危的线段形变成n中长度约等于八Xi，t)h的曲线，将力。中的面积微元d盯7形变成Q

中大小为曲=肛7d仃7的面积微元。由于厂严格正，变换不会产生折叠和交叉。

2二维自适应网格生成算法

以如下的椭圆形方程为例，来讨论二维自适应网格生成算法：

㈦-V"。(，c％n一仍锄in磊 (10)
L珏=酤6， on d{Z

其中，以c R2为有界开域，a国光滑，c，n，p，U。是菇，Y的有界函数，在非线性情形，c，皿，P可以是u及

其导数的函数。基于方向导数的自适应网格生成算法如下：

(1)设矿为n的初始拟正则三角剖分网格，^为预置的均匀网格单元边长值，a=a(^)为置信水

平。

(2)在Q的三角剖分网格矿(k=0，1，⋯)上，对方程(10)用有限元方法求配的近似解扩。若扩

的误差满足预先给定的容许TOL，则计算结束，否则进入下一步计算。

(3)对网格r的每个结点Pi，关于其每个相邻点B构成的方向芦艿，计算Ⅱ关于方向z=两的方
向导数近似绝对值13u13 zI，其中，近似计算13u／3lI由式(7)给出。

(4)对于取定的控制函数．厂(置，t)=11[1+砭(3u13 z)]，注意在式(10)中由于U与时间无关，记

八五)=八五，￡)，对于发展方程则，应与时间￡有关。计算八五)。

(5)由于0<．厂(xi)≤1，在结点只沿方向z=Pi巧，作出判断：

①若．厂≥口，则以Pi巧为边的三角形单元应该保持不变。

②若．厂<a，则以只巧为边的三角形单元应细化网格。将以Pi巧为边的三角形单元细化为4个与原

三角形相似的三角形单元。若原三角形是正则，则细化后的三角形仍是正则的，这些新三角形的顶点为

新网格的结点。

(6)对于固定的结点只，令只遍历网格矿中所有与只相邻的结点；对于整个网格矿，令P。遍历

严的所有结点。细化后重新分布的结点形成新网格矿“。注意细化的过程中原来的结点坐标并未改

变，变化的仅是新增的结点。我们默认为三角形剖分，所有的结点为三角形的顶点。

(7)令k=k+l，返回步骤(2)。

3数值实验与结果分析

本节给出两个椭圆方程的例子说明该方法的实验效果，自适应网格生成用本文给出的方法，方程求

篇采用有限元方法。其中，3u=3l为解配的方向导数，h为预置的均匀网格单元边长，d为置信水平，厂

为控制函数，TOL为容许误差限，e为数值解u的绝对误差限，e，为数值解的相对误差限。

例1单位圆力={(菇，)，)f戈2+Y2≤1}上的方程

{盅乩兰曼 ⋯，I M：o． on aQ
(11)

已知其精确解为“(石，Y)=[(1一(戈2+Y2)]／4。取h=O．01，a=0．1，，=1／[1+(3u／31)2]，分别用本文

的方法与均匀网格方法求解方程(11)，误差比较见表1。N=432时该方法用于例1的数值实验结果见

图l。
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表1方程(11)自适应网格与均匀网格数值解误差比较

Tab．1 The comparison of solution error on adaptive mesh and one on tl／liform mesh for Equ．(1 1)

图1例1当N=432时的自适应网格(左)及数值解(右)

Fig．1 The adaptive mesh(1eft)and the numerical solution(fight)when N=862 in Ex．1

由表1可见，以数值解绝对误差最大值来度量，该方法比均匀网格效果要好，但它们的相对误差最

大值相同。从自适应网格图1(左)可见，网格稠密部分大致分布在梯度较大的部分，反映了本方法的网

格自适应性。图1(右)为数值解结果。

例2圆环n={(x，y)10．012≤戈2+Y2≤l}上方程

r—Au=1／(戈2+Y2)2， in n

{“l≯+，：o 01。=一2449．75 (12)

【“I?+f：，：0
的精确解为u(x，Y)=[1一I／(x2+Y2)]／4。取h=0．01；a=o．01；厂=1／[1+6M2+(3u／3 z)2]，分别用本

文的方法与均匀网格方法计算方程(12)，误差比较见表2。N=862时例2的数值实验结果见图2。

表2方程(12)自适应网格与均匀网格数值解误差比较

Tab．2 The comparison of the solution e贼on adaptive mesh and one oll lmiform mesh for Equ．(12)

方程(12)在圆环形解区域上是几乎奇异的。由表2可见，对于方程(11)，以数值解的绝对误差最大

值和相对误差最大值来度量，本文的方法远远优于均匀网格。从自适应网格图2(左)看，该网格稠密部

分较好地集中在几乎奇异的原点附近，反映了本文的方法对解空间剧烈变化良好的网格自适应性。图

2(右)为数值解结果。此外，在主频1GHz的英特尔CPU微机上，用MATLAB v 6．5软件对方程(12)编程

求解，862个结点的方程迭代求解时间为0．931s，2008个结点的方程迭代求解时间为1．221s，计算速度

得到提高。
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4结论

图2例2当N=862时的自适应网格(左)及数值解(右)

F培．2 1he adaptive meshOcft)and the numerical solution(right)when N=862 in Ex．2

根据一维形变原理和网格迭代思想，基于方向导数的二维自适应网格生成算法获得了良好的效果。

与其他自适应网格算法比较，其主要优点是该算法逻辑简单，避免了解网格偏微分方程，节约了网格计

算时问。
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