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饱和系统的线性最优容错不变集
X

范金华,郑志强,吕  鸣
(国防科技大学 机电工程与自动化学院, 湖南 长沙  410073)

摘  要:针对饱和系统的容错控制问题, 提出了一种 D稳定约束下系统吸引域的估计方法。分别以不变

集和参考集的容量为优化目标,给出了两个优化容错不变集的充分条件。为解决不变集优化中出现的双线性

矩阵不等式( BMI)问题,通过构造包含线性矩阵不等式( LMI)的目标函数, 将它转化为非线性规划的形式进行

求解。通过一个仿真实例对该方法进行验证。
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Linear Optimal Fault- tolerant Invariant Set for Saturating System
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Abstract:To solve the problem of faul-t tolerant control for saturating system, a design method was presented to estimate the

attraction domain of the saturating system with constraints of D-stability. Based on the volume of the invariant set and the reference set,

two sufficient conditions were given to optimize the faul-t tolerant invariant set. To solve the BMI resulting from the optimization problems,

an algorithm was provided by constructing proper objective functions which incorporate the LMI, and turning the BMI to the nonlinear

programming problems. The simulation results verified the effectiveness of the proposed approach.
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经过 30多年的发展,关于容错控制的研究工作取得了重大进展
[1]
。由于任何系统都存在发生故障

的可能性,所以容错控制是动态系统可靠性的重要保证。但是, 目前对于容错控制的研究基本上未考虑

执行器饱和约束的影响, 而实际的机电控制系统只能提供有限的力、力矩、电压、电流等。尽管可以通过

让控制量远离饱和极限值来避免执行器饱和,以免造成系统性能下降甚至不稳定,但这往往限制了系统

性能需求,并要付出较大的代价,比如飞行器舵机尺寸增大会导致总重上升而增加油耗。在容错控制系

统的设计中如何处理执行器的饱和约束,是容错控制的一个挑战性问题
[ 2]
。

工业界早在 20世纪 40年代就开始正视执行器的饱和问题。自从第一种抗饱和方法诞生以来,对

抗饱和技术的研究取得了很多成果
[3]
。由于有界控制下闭环系统一般只是局部稳定的,因此,对饱和系

统吸引域的估计是饱和问题的一个重要研究方向。设计饱和系统的控制器时,不仅要满足一定的性能

指标, 而且还要使闭环系统的吸引域尽可能大。闭环系统的吸引域一般用椭圆或多面体不变集去逼

近
[ 4]
。但是目前对饱和系统吸引域的研究很少考虑系统发生故障的情况。当系统发生故障时, 在原来

预定的控制作用下吸引域很可能已经发生变化,系统的性能得不到保证。因此,研究系统发生故障情况

下的吸引域估计问题有重要意义。

为保证系统在故障情况下的动态和稳态性能,本文将结合区域极点配置方法
[ 5]
,探索饱和系统的容

错控制问题,并提出一种设计状态反馈控制律的方法。在该状态反馈作用下,闭环系统的线性容错不变

集是最优的。对于所构造的优化问题, 状态反馈矩阵需要通过求解一个 BMI 问题而得到, 目前还没有

通用求解的方法。本文采用LMI和非线性规划相结合的方式, 提出了一种求解方法, 并给出仿真实例
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进行验证。

1  问题描述

考虑一个含有执行器故障模式的饱和线性系统:

Ûx= Ax+ BUi sat u ( 1)

其中 x I R
n
是状态向量, u I R

m
是控制向量, 饱和函数 sat u = sat u1 , sat u2 , ,, sat um

T
,

ui [ ci , sat ui = sgn ui #min ci , ui 。 5= Ui 是可能的故障模式集, Ui 是对角矩阵,其对角线

上的元素为1或 0,分别表示执行器正常或故障。

定义 1  如果系统( 1)的极点位于左半复平面的圆形区域 ls 内,则称系统是 D稳定的。圆心位于点

- v+ j0 ,半径为 r 的 ls 可以表示为

ls > s= R+ j X| R+ v
2
+ X

2 [ r
2

( 2)

定义 2  8 是个包含平衡点的状态空间,如果从 8 出发的任意初始状态, 都能收敛于平衡点, 而不

论在状态转移过程中发生 5 内的何种故障,则称 8 是个容错吸引域。8 可以表示为

8 = x 0 | lim
t y ]

x t = 0, PUi ( t ) I 5 , t> 0 ( 3)

定义 3  在定义 2的基础上, 如果 x t 都位于 8 内,则称 8 是容错不变集,记为 80。 80 可以表示

为

80 = x 0 | lim
t y ]

x t = 0, P Ui ( t ) I 5, t> 0, x t I 80 ( 4)

假设 A , BUi 可控, 系统设计的目标是求解状态反馈控制律 u = Fx , 使得闭环系统在线性域

L F 内具有最大的容错不变集 80 , 并且在 80 内闭环系统是 D稳定的。L F 定义为

L F > x | f
T
ix [ ci , i= 1, 2, ,, m ( 5)

其中 f
T
i 为F 的第 i 行。当状态位于 L F 内时, 执行器不会饱和。另一方面, 在线性域内便于刻画不

变集。

2  线性最优容错不变集

在系统与控制领域应用最多的不变集是椭圆不变集。本文主要应用椭圆不变集去逼近系统的容错

吸引域。

定理 1  位于线性域内的椭圆 8 P = x | x
T
Px< 1, P> 0 是容错不变集,当

A+ BUiF
T
P+ P A+ BUiF < 0 ( 6)

证明: 令 V x = x
T
Px,则 ÛV x = ÛxT

Px + x
T
PÛx。在线性域内闭环系统方程为 Ûx = A+ BUiF x,

代入上式,得 ÛV x = x
T

A+ BUiF
T
P+ P A+ BUiF x。则当 A+ BUiF

T
P+ P A+ BUiF < 0

时, ÛV x < 0,即 V x = x
T
Px 是递减的, 因此,后续状态都满足 x

T
Px < 1,则椭圆 8 P 是容错不变

集。 t

为保证在容错不变集 8 P 内闭环系统是 D稳定的,可以借助以下引理。

引理 1
[ 6]  系统 Ûx = Ax 是 D稳定的,当且仅当对于任意给定的正定矩阵 Q,存在正定矩阵 P 满足

下式:

vA
T
P+ vPA+ A

T
PA+ v

2
- r

2
P= - Q ( 7)

定理 2  在容错不变集 8 P 内闭环系统式( 1)是 D稳定的, 当且仅当存在正定矩阵 P i 满足以下

不等式:

v A+ BUiF
T
Pi+ vPi A+ BUiF + A+ BUiF

T
P i A+ BUiF + v

2
- r

2
Pi < 0 ( 8)

证明:在容错不变集 8 P 内闭环系统方程为Ûx = A+ BUiF x, 则由引理 1, 要使闭环系统 D稳

定,只需对于任意给定的正定矩阵 Q,存在正定矩阵 Pi 满足下式:

v A+ BUiF
T
P i+ vPi A+ BUiF + A+ BUiF

T
P i A+ BUiF + v

2
- r

2
Pi = - Q ( 9)
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由于式( 9)意味着等式左边是负定的,因此,式( 9)与式( 8)等价。 t

保证了容错不变集 8 P 内系统的 D稳定后,下一步的设计目标是使 8 P 最大化。一种直观的

方法是以 8 P 的容量为优化目标
[ 7]
,另一种方法通过包含在 8 P 内参考集的缩放来实现

[ 8]
。但是

无论采用哪种优化方法, 8 P 位于L F 内是必须满足的。要满足这个约束,当且仅当:

max
x I 8( P)

f
T
ix [ ci ,  i= 1, 2, ,, m ( 10)

由于 max
x I 8( P)

f
T
ix = f

T
iP

- 1
f i , 则上式等价于

f
T
iP

- 1
f i [ c

2
i ,  i = 1, 2, ,, m ( 11)

由舒尔补, 进一步可得

c
2
i f

T
i

f i P
\0,  i= 1, 2, ,, m ( 12)

综上所述, 当以容错不变集 8 P 的容量为优化目标时,通过求解以下优化问题可以使 8 P 最大

化。当优化问题有解时, 称 8 P 是最优的。

定理 3  8 P 是线性最优容错不变集,当存在正定矩阵 Pi 使得以下优化问题有解:

min
P> 0, F

: g

s. t.  ( 6) , ( 8) , ( 12)式

( 13)

其中 g= - detP
- 1
。

注:式( 6)和( 12)保证 8 P 是线性容错不变集, 即位于线性域 L F 内的容错不变集,而式( 8)则

保证了 8 P 内闭环系统的 D稳定性。

当通过参考集的缩放来实现 8 P 的优化时,只需适当地选取参考集,然后最大化该参考集即可。

参考集一般是个有界凸集, 可以采用椭圆或多面体的形式。记椭圆参考集为 8 R =

x | x
T
Rx < 1, R> 0 ,则其缩放形式可以定义为 A8 R > Ax | x I 8 R 。

由于 A8 R = Ax | Ax
T 1

A
2 R Ax < 1 , 则 A8 R < 8 P 的充要条件是

P [ CR ( 14)

其中 C> 1PA2。则当通过 A8 R 的最大化来实现 8 P 的优化时, 只需求解以下优化问题。

定理 4  8 P 是线性最优容错不变集,当存在正定矩阵 Pi 使得以下优化问题有解:

min
P> 0, F

: C

s. t.  ( 6) , ( 8) , ( 12) , ( 14)式

( 15)

关于式( 13)和( 15)的求解, 由于约束( 6)含有决策变量的乘积项, 因此, 它是个 BMI问题。另一方

面,由于约束( 8)的存在, 很难将此 BMI问题转化为 LMI问题进行求解, 而 BMI问题又没有通用的求解

方法,因此,需要寻找其他可行的求解方法。

根据问题的特定性质,由于约束( 8)的满足只需判断对于某个特定的状态反馈矩阵 F 是否存在正

定矩阵Pi ,而对于这个给定的矩阵 F , 剩下的问题是个 LMI问题, 因此,可以结合目前较为成熟的非线

性规划进行求解,主要的难点在于目标函数的构造。

对于某个满足约束( 8)的矩阵 F ,当存在 P 时,总可以得到式( 13)和( 15)中的目标值。因此,当采

用非线性规划求解式( 13)和( 15)时,可以分别构造目标函数 f g F 和f C F ,它们的定义如下:

f g F = min
P> 0, ( 6) , ( 12)

: g ( 16)

f C F = min
P> 0, (6) , ( 12) , ( 14)

: C ( 17)

正定矩阵 Pi 的存在性在计算目标函数值的过程中进行判断。在计算目标函数值的过程中有可能

出现无解的情况, 说明此 F 是不可行的。在矩阵空间搜索 F 以使目标函数极小时, 只有当 Pi 和P 都

存在时,此 F 才是可行的。用无约束非线性规划求解该 BMI问题的一般性算法如图 1所示。
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图 1  算法流程图
Fig. 1  Flow chart of the algorithm

3  仿真实例

以F- 18超机动飞机侧向运动的线性近似动态为例
[ 9]
。在马赫数为 016,高度为 9144m, 配平攻角

为512b下,当假设飞行的推力矢量角保持在零位时,飞机的运动方程为

ÛB
Ûr
Ûq

=

- 0. 112 0. 094 - 0. 995

- 10. 2 - 1. 17 0. 432

2. 20 - 0. 010 - 0. 106

B

r

q

+

- 0. 009 - 0. 005 0. 013

9. 02 11. 06 0. 842

0. 296 - 0. 264 - 0. 684

Ddt

Da

Dr

( 18)

其中状态变量 B、r 和 q 分别为侧滑角 b 、滚转角速率 (b)Ps 和偏航角速率 (b)Ps , 控制量 Ddt、Da 和

Dr 分别为差分平尾偏转角 b 、副翼偏转角 b 和方向舵偏角 b 。各控制量的幅值约束如下:

- 17125b
- 35b

- 30b

[

Ddt

Da

Dr

[

17125b
35b

30b

( 19)

假设可能发生故障的执行器为差分平尾或副翼,则可定义系统的故障模式集为 5 = U0 , U1 , U2 ,

其中 U0= diag( 1, 1, 1) , U1= diag( 0, 1, 1) , U2= diag( 1, 0, 1)。

由于状态反馈矩阵 F的可行域未知,因此,为求得该系统的线性最优容错不变集,可采用遗传算法

等全局搜索方法进行求解。根据性能指标要求,设圆形极点配置区域 l s 的相关参数为 v= r= 15。以通

过参考集的缩放来实现 8 P 的优化为例,借助 Matlab 中的遗传算法工具箱, 状态反馈矩阵 F 采用并

矢结构 F = - f # k
T
, 其中给定 f = 1 2 3

T
, k 为反馈增益向量。则可得一组优化解: F =

- 0. 0862 - 0. 0153 - 0. 0196

- 0. 1724 - 0. 0305 - 0. 0393

- 0. 2585 - 0. 0458 - 0. 0589

, C= 0. 0745。在此优化解下,各种故障模式下闭环系统的极点为

K A+ BU0F = - 14. 1911, - 0. 5708 ? 1. 4941i

K A+ BU1F = - 11. 6004, - 0. 6344 ? 1. 4711i

K A+ BU2F = - 1. 2850, - 1. 3079 ? 1. 9978i

( 20)

可见,在各种故障模式下闭环系统都是 D稳定的。根据优化结果, 可以画出 8 P 、A8 R 和L F 的

图形如图 2所示。

为进一步体现本文的创新性工作, 下面将给出不考虑执行器故障时饱和系统的不变集。此时,相当

于故障模式集为 5= U0 , 可得一组优化解: F1 =

- 0. 0163 - 0. 0134 - 0. 0361

- 0. 0326 - 0. 0268 - 0. 0723

- 0. 0489 - 0. 0401 - 0. 1084

, C1= 0. 0165。F 1
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作用下系统的不变集如图 3中的大椭圆所示。

取吸引域内的一个初始状态 x0 = - 7. 707 46. 04 - 3. 636 c,并假设在 t= 1s时副翼卡死在零

位,则在状态反馈的作用下,系统的状态响应如图 4所示。图中 s1 和 s2 分别表示 F和 F1 作用下系统

的状态响应。由图可见, 在 F1 的作用下,当副翼失效时,系统的动态性能会变差。因此, 虽然考虑执行

器故障时估计出的不变集有所减小,但闭环系统在故障下的性能能够得到保证。

 
图 2 线性容错不变集

Fig. 2 Linear faul-t tolerant invariant set
 

图 3  不变集对比
Fig. 3  Comparison of the invariant set

 
图 4  状态响应对比

Fig. 4 Comparison of the state response

4  结 论

本文探讨了含执行器故障的饱和系统在 D稳定约束下的吸引域估计问题。文中提出的容错不变

集的两种优化方法能有效估计系统吸引域。将 BMI问题转化为非线性规划问题有效克服了 BMI问题

求解的困难性。但是,应该指出,文中虽然利用遗传算法求解该类非线性规划得到一组优化解, 但不能

保证它就是目标函数的最小值。这也是值得进一步研究的方向。
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