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摘　要：大整数分解难题是ＲＳＡ密码的数学安全基础。目前数域筛算法是分解３６５比特以上大整数的
最有效方法，然而它的时间复杂度仍然是亚指数的。对于目前普遍使用的１０２４比特以上大整数，数域筛算法
还不能分解，所以研究数域筛算法具有重要的意义。现有的一般数域筛算法普遍使用两个数域，对多个数域

的研究极少。一般数域筛算法经过修改可以使用三个数域，即两个代数数域和一个有理数域。分析表明：修

改后的数域筛算法与原来的一般数域筛算法在时间复杂度上处于同一量级。但修改后的数域筛算法有更多

地方可以合并计算，所以计算速度更快了。通过两个实验也验证了这一结论。

关键词：公钥密码；ＲＳＡ密码；整数分解；数域筛算法
中图分类号：ＴＰ３０９７　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１００１－２４８６（２０１２）０２－０００１－０５

Ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅｗｉｔｈｔｈｒｅｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓ

ＧＵＨａｉｈｕａ１，２，ＧＵＤａｗｕ１，ＸＩＥＷｅｎｌｕ２，ＬＩＳｈｅｎｇ１，ＹＡＮＪｉａｊｕ１

（１．ＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｈａｎｇｈａｉＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｓｈａｎｇｈａｉ２００２４０，Ｃｈｉｎａ；

２．ＳｈａｎｇｈａｉＨｕａｈｏｎｇＩｎｔｅｇｒａｔｅｄＣｉｒｃｕｉｔＣｏ．，Ｌｔｄ．，Ｓｈａｎｇｈａｉ２０１２０３，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＴｈｅｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｓｅｃｕｒｉｔｙｏｆｔｈｅＲＳＡｃｒｙｐｔｏｓｙｓｔｅｍｉｓｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍｏｆｆａｃｔｏｒｉｎｇｌａｒｇｅｉｎｔｅｇｅｒｓ．Ａｔｐｒｅｓｅｎｔ，ｔｈｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄ

ｓｉｅｖｅｉｓｔｈｅｍｏｓｔｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｋｎｏｗｎｆｏｒｆａｃｔｏｒｉｎｇｉｎｔｅｇｅｒｓｌａｒｇｅｒｔｈａｎ３６５ｂｉｔｓ，ｗｈｉｌｅｉｔｓｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｉｓｓｔｉｌｌｓｕｂｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ．Ｉｎｔｅｇｅｒｓ

ｌａｒｇｅｒｔｈａｎ１０２４ｂｉｔｓ，ｗｈｉｃｈａｒｅｗｉｄｅｌｙｕｓｅｄｉｎＲＳＡｃｒｙｐｔｏｓｙｓｔｅｍ，ｃａｎｎｏｔｂｅｆａｃｔｏｒｅｄｂｙｍｅａｎｓｏｆｔｈｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅ．Ｓｏｉｔｉｓｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｔｏ

ｓｔｕｄｙｔｈｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅ．Ｎｏｗ，ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅｏｆｔｅｎｕｓｅｓｔｗｏｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓ，ｗｈｉｌｅｍｕｌｔｉｐｌｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓａｒｅｓｅｌｄｏｍ

ｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．Ｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅ，ｔｈｒｏｕｇｈａｄａｐｔａｔｉｏｎ，ｃａｎｕｓｅｔｈｒｅｅｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓ，ｉ．ｅ．ｔｗｏａｌｇｅｂｒａｉｃｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓａｎｄｏｎｅｒａｔｉｏｎａｌ

ｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄ．Ａｎａｌｙｓｉｓｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｔｉｍｅｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｏｆｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅａｎｄｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅａｒｅａｔｔｈｅｓａｍｅｌｅｖｅｌ．

Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｍｏｄｉｆｉｅｄｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅｃａｎｃｏｍｂｉｎｅｍｏｒｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ，ｓｏｉｔｃａｎｓａｖｅｍｏｒｅｔｉｍｅｉｎｐｒａｃｔｉｃｅ．Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｉｓｖｅｒｉｆｉｅｄｂｙｔｗｏ

ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｕｂｌｉｃｋｅｙｃｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ；ＲＳＡｃｒｙｐｔｏｓｙｓｔｅｍ；ｉｎｔｅｇｅｒｆａｃｔｏｒｉｚａｔｉｏｎ；ｎｕｍｂｅｒｆｉｅｌｄｓｉｅｖｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　ＲＳＡ密码是由三位图灵奖获得者 Ｒｉｖｅｓｔ，
Ｓｈａｍｉｒ和Ａｄｌｅｍａｎ于１９７８年提出［１］的，目前已经

广泛应用于网上银行、金融ＩＣ卡、移动支付、电子
护照等高安全领域。ＲＳＡ密码的数学安全性基
于大整数分解问题，这里的大整数是两个素因子

的乘积。随着整数的增大，这个问题的困难性急

剧增加。为了鼓励人们更深入地研究大整数分解

问题，ＲＳＡ实验室在１９９１年向全世界发布悬赏，
任何人或组织，无论使用多少计算机，只要最先分

解悬赏列表中的大整数，就可以得到相应的奖金。

悬赏列表中包含５４个大整数，这些整数的范围从
３３０比特到 ２０４８比特。悬赏发布的同一年，
Ｌｅｎｓｔｒａ带领他的研究小组使用二次筛法就分解

了３３０比特的整数；随后，人们分解的大整数不断
增大，３９７，４６３，５１２等比特的 ＲＳＡ整数相继被分
解［２－４］；到２００９年底已经能够分解７６８比特ＲＳＡ
整数［５］。分解整数的算法有很多，譬如试除法、

费马分解法、ｐ－１算法、连分数分解法［６］、椭圆

曲线分解法［７］、二次筛法［８］、数域筛算法［９］等。

其中数域筛算法是目前分解３６５比特以上大整数
的最有效方法。

１９８８年，Ｐｏｌｌａｒｄ提出数域筛思想。接着，他
与 Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｍａｎａｓｓｅ合作，于 １９９０年在
ＳＴＯＣ会议上正式提出数域筛算法［９］。当时的数

域筛只能分解一类特殊的整数，这类整数的形式

为ｎ＝ｂｃ±１，其中ｂ是一个小的整数。后来，他们
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四人利用这个特殊数域筛算法成功分解了第９个
费马数 Ｆ９＝２

２９ ＋１，它的长度是 ５１３比特［１０］。

１９９３年，Ｂｕｈｌｅｒ，Ｌｅｎｓｔｒａ，Ｐｏｍｅｒａｎｃｅ把特殊数域
筛进行了推广［１１］，使得它可以分解一般的整数。

分解７６８比特整数的方法就是一般数域筛，它的
时 间 复 杂 度 是 亚 指 数，具 体 为 ｅｘｐ

６４( )９
１
３
＋ｏ（１( )）（ｌｏｇ２ｎ）１３（ｌｏｇ２ｌｏｇ２ｎ）( )２３ 。 起

初，一般数域筛使用一个有理数域和一个代数数

域；后来，Ｍｏｎｔｇｏｍｅｒｙ，Ｗｉｌｌｉａｎｍｓ等研究了如何使
用两个代数数域［１２－１３］，文献［１４］提出了使用多
个数域。

本文对文献［１４］的构造法做了修改，采用
两个代数数域和一个有理数域，通过复杂度分

析 发 现，修 改 后 的 时 间 复 杂 度 是 ｅｘｐ

６４( )９
１
３
＋ｏ（１( )）（ｌｏｇ２ｎ）１３（ｌｏｇ２ｌｏｇ２ｎ）( )２３ ，虽

然与一般数域筛的时间复杂度在同一量级，但由

于修改后的数域筛合并了更多的相同计算，从而

ｏ（１）更小了。由于ｏ（１）是在指数上，微小的减小
都会明显提高计算效率。

１　预备知识

设ｆ（ｘ）＝ａｎｘ
ｎ＋… ＋ａ１ｘ＋ａ０是一个有理系

数多项式，如果α是 ｆ（ｘ）＝０在复数域上的一个
根，则 α是一个代数数。代数数域 Ｑ（α）是有理
数域的ｎ次扩张。现在取 ｆ（ｘ）是一个不可约整
系数多项式，α是ｆ（ｘ）＝０在复数域上的一个根。
如果整数ｍ满足ｆ（ｍ）≡０ｍｏｄｎ，则存在一个自
然环同态φ：Ｚ［α］→Ｚ／ｎＺ；φ（α）≡ｍｍｏｄｎ。

数域筛的思想是寻找一个非空集合 Ｓ，包含

两两互素的整数对（ａ，ｂ）满足 ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋ｂｍ）在

Ｚ中是一个平方数，∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋ｂα）在Ｚ［α］中是

一个平方数。

如果令Ｘ２＝∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋ｂｍ），β２＝∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋

ｂα），于是φ（β２）＝φ（∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋ｂα））＝∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ

＋ｂφ（α））≡ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ

（ａ＋ｂｍ）ｍｏｄｎ≡Ｘ２ｍｏｄｎ。

记Ｙ＝φ（β）ｍｏｄｎ，则Ｙ２≡Ｘ２ｍｏｄｎ，于是可
以通过ｇｃｄ（Ｘ－Ｙ，ｎ）求ｎ的因子。

为了清晰、简洁地叙述数域筛算法，还需要定

义如下概念：

对于代数数域 Ｑ（α）中的元素 β，它的范数
Ｎ（β）定义为Ｎ（β）＝σ１（β）σ２（β）…σｄ（β），其中

σｉ是 Ｑ（β）到复数域 Ｃ的嵌入，这里嵌入是指保
持代数结构不变的单射。

如果整数ｎ的素因子都小于ｙ，则称ｎ为ｙ－
光滑的整数。定义集合 Ｓ＝｛数对（ｐ，ｒ）：ｐ∈［１，
ｙ］，ｒ∈｛０，…，ｐ－１｝且ｆ（ｒ）≡０ｍｏｄｐ｝。令ａ，ｂ∈
Ｚ，且ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１。设（ｐ，ｒ）∈Ｓ，定义 ｅｐ，ｒ（ａ＋

ｂα）＝
ｏｒｄｐ（Ｎ（ａ＋ｂα）） 当ａ＋ｂｒ≡０ｍｏｄｐ

０{ 其他

其中 ｏｒｄｐ（ｋ）表示整数 ｋ的素因子分解式中
ｐ的个数。由ｅｐ，ｒ的定义知：

Ｎ（ａ＋ｂα）＝±∏
ｐ，ｒ
ｐｅｐ，ｒ（ａ＋ｂα）

２　改进的数域筛算法

在使用数域筛分解整数的过程中，我们发现

集合Ｓ中（ａ，ｂ）对往往不够多，从而导致构造不
出满足条件的平方数。为此，我们对数域筛算法

进行了修改。我们的思想是：

使用三个不可约多项式 ｆｉ（ｘ），ｉ＝１，２，３，而
α１，α２分别是ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）在复数域上的根，相应
地可以构造两个代数数域；ｆ３（ｘ）是一个线性多
项式，即ｐｘ－ｍ，这里ｐ是一个正整数。如果ｍ·
ｐ－１ｍｏｄｎ满足ｆｉ（ｍ·ｐ

－１）≡０ｍｏｄｎ，则存在自然
环同态 φｉ：Ｚ［αｉ］→Ｚ／ｎＺ；φｉ（αｉ）≡ｍ·ｐ

－１ｍｏｄ
ｎ，ｉ＝１，２。

寻找两个非空集合Ｓ１，Ｓ２，包含两两互素的整

数对 （ａ，ｂ）满足 ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋ｂｍ· ｐ－１ ｍｏｄ

ｎ）∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂｍ·ｐ－１ｍｏｄｎ）在Ｚ中是一个平方

数；∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋ｂα１）在 Ｚ［α１］中是一个平方数；

∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂα２）在Ｚ［α２］中是一个平方数。若令

Ｘ２ ＝ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋ｂｍ·ｐ－１ｍｏｄｎ）∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂｍ·

ｐ－１ｍｏｄｎ）以及 β２１ ＝ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋ｂα１），β
２
２ ＝

∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂα２），于是 φ１（β
２
１）＝φ１（∏

（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋

ｂα１））＝ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ１

（ａ＋ｂφ１（α１））≡ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂｍ·

ｐ－１）ｍｏｄｎ；φ２（β
２
２） ＝φ２（∏

（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂα２） ＝

∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂφ２（α２））≡ ∏
（ａ，ｂ）∈Ｓ２

（ａ＋ｂｍ·ｐ－１）ｍｏｄｎ。

记Ｙｉ＝φｉ（βｉ）ｍｏｄｎ，ｉ＝１，２，则 Ｙ
２
１Ｙ
２
２≡Ｘ

２

ｍｏｄｎ，于是可以通过 ｇｃｄ（Ｘ－Ｙ１Ｙ２，ｎ）求 ｎ的因
子。以下是算法的详细过程：

算法１　改进的数域筛算法

·２·
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输入：正合数ｎ，以及参数ｕ，ｙ，ｚ；
输出：ｎ的一个非平凡因子或返回“分解失

败”。

步骤１：这一步将产生三个整系数多项式
ｆｉ（ｘ），ｉ＝１，２，３，其中 ｆ１（ｘ）＝ａ１ｄｘ

ｄ＋… ＋ａ１０，
ｆ２（ｘ）＝ａ２ｄｘ

ｄ＋…＋ａ２０的次数ｄ＞１，而ｆ３（ｘ）是一
个线性多项式，即ｐｘ－ｍ。这里 ｐ是一个正整数，

ｍ≈ ２ｎ
ａ１ｄ＋ａ２( )

ｄ

２
ｄ
。而且 ｆｉ（ｘ）ｍｏｄｎ有一个共同

的根ｍ·ｐ－１ｍｏｄｎ。生成多项式 ｆ１，ｆ３的方法可
以参考文献［１５］；而 ｆ２则是 ｆ１和 ｆ３的一个线性
组合。不妨设ｆｉ（ｘ）在 Ｚ［ｘ］中不可约，否则如果
存在ｇ（ｘ）整除某个ｆｉ（ｘ），则ｇ（ｍ·ｐ

－１ｍｏｄｎ）就
是ｎ的一个因子，那么分解ｎ就完成了。

步骤２：选取因子基。选择整数 ｙ，ｚ，并且使

得以下集合 ＱＣＢ的元素个数为 ３ｌｏｇ２
２
ｌｏｇ２[ ]ｎ。

定义有理因子基：ＲＦＢ＝｛素数 ｐ：ｐ∈［１，ｙ］｝；代
数因子基：ＡＦＢ＝｛数对（ｐ，ｒ）：素数 ｐ∈［１，ｙ］，ｒ
∈｛０，…，ｐ－１｝且ｆ（ｒ）≡０ｍｏｄｐ｝；二次特征基：
ＱＣＢ＝｛数对（ｑ，ｓ）：素数 ｑ∈［ｙ，ｚ］，ｓ∈｛０，…，ｑ
－１｝且ｆ（ｓ）≡０ｍｏｄｑ｝。
步骤３：寻找整数对（ａ，ｂ）满足 ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１

且｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２，使得

（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα１） ＝ （ｐａ－ｂｍ）ｂ
ｄｆ１
ａ( )ｂ
（１）

或

（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα２） ＝ （ｐａ－ｂｍ）ｂ
ｄｆ２
ａ( )ｂ
（２）

是ｙ－光滑的。把式（１）确定的（ａ，ｂ）放入集合
Ｔ１，式（２）确定的（ａ，ｂ）放入集合Ｔ２。

步骤４：对于每一个数对（ａ，ｂ）∈Ｔｉ，按照以
下方法构建矩阵：

每一个数对（ａ，ｂ）对应一行，而第一列由 ｐａ
－ｂｍ的正负号确定，即如果 ｐａ－ｐｍ＞０，则第一
列为０，否则为 １；接下来＃ＲＦＢ列由 ｏｒｄｐ（ｐａ－
ｂｍ）ｍｏｄ２确定，ｐ∈ＲＦＢ；随后＃ＡＦＢ列由 ｅｐ，ｒ（ａ
＋ｂαｉ）ｍｏｄ２确定，（ｐ，ｒ）∈ＡＦＢ；最后＃ＱＣＢ列由

Ｌｅｇｅｎｄｒｅ符号 ａ＋ｂｓ( )ｑ 确定，（ｑ，ｓ）∈ＱＣＢ。对于

Ｔ１，Ｔ２中不同集合的（ａ，ｂ）对，ＡＦＢ相应的列不能
共用，其余的列可以共享。这样构造的矩阵有１
＋＃ＲＦＢ＋２×＃ＡＦＢ＋＃ＱＣＢ列。矩阵构建之后，
在行向量中找出一组非平凡的线性相关向量，并

把这组向量所对应的（ａ，ｂ）记为集合 Ｓｉ，显然 Ｓｉ
Ｔｉ，ｉ＝１，２；如果找不到，则返回“分解失败”。

步骤５：记Ｙｉ＝ｆ′ｉ（αｉ）∏
（ａ，ｂ）∈Ｓｉ

（ａ＋ｂαｉ），求Ｙｉ

的平方根βｉ＝∑
ｄ－１

ｊ＝０
ｂｉｊα

ｊ
ｉ，ｉ＝１，２。如果求不出，则返

回“分解失败”。

步骤 ６：由等式 ｃ２ ＝∏
２

ｉ＝１
［ｆ′ｉ（ｍ·ｐ

－１ｍｏｄ

ｎ）∏
（ａ，ｂ）∈Ｓｉ

（ａ＋ｂｍ·ｐ－１）ｍｏｄｎ］求出ｃｍｏｄｎ。

步骤７：计算最大公因子 ｇｃｄｃ－∑
ｄ－１

ｊ＝
[

０
ｂ１ｊ（ｍ·

ｐ－１ｍｏｄｎ）ｊ∑
ｄ－１

ｊ＝０
ｂ２ｊ（ｍ·ｐ

－１ｍｏｄｎ）ｊ，]ｎ，如果它是

整数ｎ的非平凡因子，则分解成功；否则从集合Ｓｉ
中选出一个元素，然后从集合 Ｔｉ中删除它，跳转
到步骤４。

３　复杂度分析

对于实数γ，ｖ∈Ｒ且０≤ｖ≤１，当 ｎ→∞时，
函数Ｌｎ［ｖ，γ］定义为 ｅｘｐ（（γ＋ｏ（１））（ｌｏｇ２ｎ）

ｖ

（ｌｏｇ２ｌｏｇ２ｎ）
１－ｖ）。设ｘ≥１，ｙ≥１，令 ψ（ｘ，ｙ）表示

集合｛ｎ｜ｎ≤ｘ且 ｎ是 ｙ－光滑的整数｝中元素的
个数。

引理１［１１］　设ｇ是一个关于ｙ≥２的函数，且
满足ｇ（ｙ）≥１，当ｙ→∞时，ｇ（ｙ）＝ｙ１＋ｏ（１），那么当

ｘ→ ∞ 时，对于所有的 ｙ≥２，有 ｘｇ（ｙ）
ψ（ｘ，ｙ）≥

Ｌｘ
１
２，槡２＋ｏ（１[ ]）。
引理２［１１］　令实数 ｌ，ｋ，ｖ满足 ｌ≥１，ｌｏｇ２ｋ≥

１，ｌｏｇ２ｖ≥１，如果
ｖ２
ｌｏｇ２ｖ

＝ｋｖ＋１，则当 ｋ＋１→∞时，

２ｖ＝（１＋ｏ（１））（ｋｌｏｇ２ｋ＋ （ｋｌｏｇ２ｋ）
２＋２ｌｌｏｇ２槡 ｌ）。

引理３［１１］　给定正整数 ｎ，ｄ满足 ｎ＞ｄ２ｄ２＞
１，令 ｕ＝ｕ（ｎ，ｄ）＞２且 ｙ＝ｙ（ｎ，ｄ）≥２，ｘ＝
ｘ（ｎ，ｄ）＝２ｄｎ２／ｄｕｄ＋１，若当 ｙ→∞时，对于函数

ｇ（ｙ）＝ｙ１＋ｏ（１）≥１满足ｕ
２ψ（ｘ，ｙ）
ｘ ≥ｇ（ｙ），则ｎ→∞

时２ｌｏｇ２ｕ≥（１＋ｏ（１））（ｄｌｏｇ２ｄ＋槡Δ），其中 Δ＝

（ｄｌｏｇ２ｎ
１
ｄ）２＋４ｌｏｇ２ ｎ

１
( )ｄ ｌｏｇ２ｌｏｇ２ ｎ

１
( )ｄ 。

假设满足ｙ－光滑的整数（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋
ｂα）在区间［１，ｘ］内随机分布。由于此假设至今
没人证明，因此以下的结论是一个猜想。

猜想：给定正合数 ｎ，存在参数 ｕ，ｙ，ｚ使得算
法１以一定的概率分解 ｎ，且分解时间至多为

·３·
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Ｌｎ
１
３，
６４( )９

１
３
＋ｏ（１[ ]）。

由算法１步骤３，当｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ ｕ２，｜（ｐａ

－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂαｉ）｜＝ （ｐａ－ｂｍ）ｂｄｆ１
ａ( )ｂ ≤

ｄｕｄ＋１ａｉｄ
２ｎ

ａ１ｄ＋ａ２( )
ｄ

１
ｄ

≤ｄｕｄ＋１ａｉｄｎ
１／ｄ。

又根据文献［１５］中算法 ３６知：ａｉｄ≤

Ｍ２ｄ－２( )ｎ

１
ｄ－３

≤ｎ１／（ｄ＋１）≤ｎ１／ｄ，这里 Ｍ ＜ｎ１／（ｄ＋１）。

所以

｜（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂαｉ）｜≤ｄｕ
ｄ＋１ｎ２／ｄ

取ｘ＝ｄｕｄ＋１ｎ２／ｄ。现在假设满足 ｙ－光滑的
整数（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂαｉ）在区间［１，ｘ］内随机分
布。根据ψ（ｘ，ｙ）的定义可知，给定一个小于等于
ｘ的正整数，它满足ｙ－光滑的概率为ψ（ｘ，ｙ）／ｘ，
而我们所搜索满足｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２，ｇｃｄ（ａ，ｂ）
＝１的（ａ，ｂ）对有ｃｕ２／２个，这里 ｃ＝１２／π２。所以
我们可以认为在步骤３中集合 Ｔ１∪Ｔ２的大小为
２ｃｕ２ψ（ｘ，ｙ）／ｘ，这就意味着步骤４中矩阵的行数

为
ｕ２ψ（ｘ，ｙ）( )ｘ

１＋ｏ（１）

。

另一方面，根据引理 ３，我们取 ｕ＝ｙ＝ｅｘｐ
１
２＋ｏ（１( )）（ｄｌｏｇ２ｄ＋槡Δ( )）。由步骤４中矩阵

的构造方法可知，矩阵的列数为１＋＃ＲＦＢ＋２×
＃ＡＦＢ＋＃ＱＣＢ，而＃ＲＦＢ＝π（ｙ）≤ｙ，＃ＡＦＢ≤ｄｙ，
＃ＱＣＢ≤（３ｌｏｇ２ｎ）／ｌｏｇ２２，ｄ＜ｌｏｇ２ｎ＝ｙ

ｏ（１）。于是１
＋＃ＲＦＢ＋２×＃ＡＦＢ＋＃ＱＣＢ≤ ｙ１＋ｏ（１）≤
ｕ２φ（ｘ，ｙ）( )ｘ

１＋ｏ（１）

，即矩阵的行数大于等于矩阵的

列数，从而对应的方程组有解，也就意味着大整数

ｎ在参数ｕ，ｙ，ｚ下可以分解。
最后，我们分析分解所需要时间。在算法１

中，步骤３占用的时间最多，由于搜索区间为｜ａ｜
≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２，所以其时间复杂度为 ｕ２＋ｏ（１）；又
因为相对于步骤３来说，其余步骤的耗时相对较
少，所以算法１的时间复杂度为 ｅｘｐ（（１＋ｏ（１））

（ｄｌｏｇ２ｄ＋槡Δ））。当 ｎ充分大时，可以取 ｄ＝

（３＋ｏ（１））ｌｏｇ２ｎ
ｌｏｇ２ｌｏｇ２( )ｎ

１
３

，于是算法１的时间复杂度

　ｅｘｐ（１＋ｏ（１））（ｄｌｏｇ２ｄ＋槡Δ( )）
≤ｅｘｐ（（１＋ｏ（１））（槡５＋１）ｄｌｏｇ２ｄ）
≤ｅｘｐ（（１＋ｏ（１））４ｄｌｏｇ２ｄ）

≤Ｌｎ
１
３，
６４( )９

１
３
＋ｏ（１[ ]）

从以上叙述过程可以看出，虽然算法１的时
间复杂度与一般数域筛算法相同，但其中无穷小

量ｏ（１）是不完全一样的。在步骤３中，我们把原
来一般数域筛的条件：｜（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα）｜＝

（ｐａ－ｂｍ）ｂｄｆａ( )ｂ 满足ｙ－光滑，放宽为：｜（ｐａ－

ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα１）｜＝ （ｐａ－ｂｍ）ｂｄｆ１
ａ( )ｂ 或

｜（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα２）｜＝ （ｐａ－ｂｍ）ｂ
ｄｆ２
ａ( )ｂ 是

ｙ－光滑，从而增大了满足 ｙ－光滑的概率，可以
获得更多的（ａ，ｂ）对。因此，如果一般数域筛的
搜索区间为｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ，那么算法１的搜索
区间可以缩小为｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２；而且ｐａ－ｂｍ
在条件｜（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ＋ｂα１）｜和｜（ｐａ－ｂｍ）Ｎ（ａ
＋ｂα２）｜中都出现，算法实现过程中可以合并相同
的计算过程，从而减少计算时间，提高运算效率。

４　实验

为了验证对一般数域筛的改进是否有效，我

们做了以下实验。实验所用的大整数取自 ＲＳＡ
公司于１９９１年公布的悬赏列表。我们选用了其
中的 ＲＳＡ－１００，即整数的大小是 １００位，３３２
比特：

ＲＳＡ－１００＝１５２２６０５０２７９２２５３３３６０５３５６１８３７８
１３２６３７４２９７１８０６８１１４９６１３８０６８８６５７９０８４９４５８０１２２
９６３２５８９５２８９７６５４０００３５０６９２００６１３９

生成多项式：

ｆ１＝１８０００ｘ
５－８１８３９３０５０ｘ４－５１５０８１２３４６９２３ｘ３

＋３４８６５９３２８２８３３１１２０ｘ２ ＋４５８２１９０３２６３３８６８０７４３８ｘ
＋５７６８０１７９７４９６９４４９８２３９９００
ｆ３＝８４８３５２６５５７ｘ－９６７０８８９３７１２７１２９５０１９
取ｆ２＝ｆ１＋５ｆ３；因子基的上界定为 ｙ＝２

２０，取

ｕ＝１００作为计算样本区间的上界。假设一般数
域筛选用了ｆ１（ｘ），ｆ３（ｘ），当搜索区间为｜ａ｜≤ｕ，０
＜ｂ≤ｕ时，找到的（ａ，ｂ）对个数为１３０；而我们修
改后的数域筛只搜索了｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２，却找
到了１４４个（ａ，ｂ）对，并且搜索耗时更少。为了
避免因多项式不同而产生的误差，我们又假设一

般数域筛使用ｆ２（ｘ），ｆ３（ｘ），当搜索区间为｜ａ｜≤
ｕ，０＜ｂ≤ｕ时，找到的（ａ，ｂ）对个数为１１６，同样
少于１４４个。实验数据总结在表１中。

为了避免因大整数不同而产生误差，我们又

选用了ＲＳＡ－７６８进行实验，它是一个２３２位，即

·４·
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７６８比特的整数，它也是 ＲＳＡ公司悬赏列表中的
整数之一。

表１　ＲＳＡ－１００实验数据
Ｔａｂ．１　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａｏｆＲＳＡ－１００

算法
耗 时

（ｓ）
（ａ，ｂ）对
（个）

速度

（个／ｓ）

一般数域筛ｆ１，ｆ３ １１４ １３０ １１４

一般数域筛ｆ２，ｆ３ １２７ １１６ ０９１

修改数域筛ｆ１，ｆ２，ｆ３ ７６ １４４ １８９

　　ＲＳＡ－７６８＝１２３０１８６６８４５３０１１７７５５１３０４９４９５８
３８４９６２７２０７７２８５３５６９５９５３３４７９２１９７３２２４５２１５１７２６
４００５０７２６３６５７５１８７４５２０２１９９７８６４６９３８９９５６４７４９４２
７７４０６３８４５９２５１９２５５７３２６３０３４５３７３１５４８２６８５０７９１７
０２６１２２１４２９１３４６１６７０４２９２１４３１１６０２２２１２４０４７９２７４
７３７７９４０８０６６５３５１４１９５９７４５９８５６９０２１４３４１３

多项式引用自文献［５］：
ｆ１＝２６５４８２０５７９８２６８０ｘ

６＋１２７６５０９３６０７６８３２１
１８８８ｘ５－５００６８１５６９７８００１３８３５１７９６８２８ｘ４－４６４７７８
５４４７１７２７８５４２７１７７２６７７４５０ｘ３＋６５２５４３７２６１９３５９８９
３９７１０９６６７３７１８９４７８５ｘ２－１８１８５７７９３５２０８８５９４３５６７
２６０１８８６２４３４８０３０５４ｘ－２７７５６５２６６７９１５４３８８１９９５２
１６１９９７１３８０１１０３３４３１２０

ｆ３＝３４６６１００３５５０４９２５０１８５１４４５８２９ｘ－１２９１１
８７４５６５８００２１２２３１６３５４７７９１５７４８１０８８１

令ｆ２＝ｆ１－１８８２６４５２２ｘｆ３；取 ｙ＝２
４０，ｕ＝２００。

一般数域筛使用的搜索区间为｜ａ｜≤ｕ，０＜ｂ≤ｕ；
而我们修改后的数域筛使用的搜索区间为｜ａ｜≤
ｕ，０＜ｂ≤ｕ／２。修改后的数域筛以更少的时间找
到了更多的（ａ，ｂ）对，见表２。

表２　ＲＳＡ－７６８实验数据
Ｔａｂ．２　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｄａｔａｏｆＲＳＡ－６７８

算法
耗　时
（ｓ）

（ａ，ｂ）对
（个）

速　度
（个／ｓ）

一般数域筛ｆ１，ｆ３ ５１４９ １８ ０００３５

一般数域筛ｆ２，ｆ３ ６０４３ ８ ０００１３

修改数域筛ｆ１，ｆ２，ｆ３ ３１０６ ２１ ０００６８

　　从表２中数据来看，修改后的数域筛在寻找
（ａ，ｂ）对这一步可以减少约４８％的运算时间。

５　结　论

本文对一般数域筛进行了修改，分析和实验

都表明：修改后的数域筛在主体筛选部分比一般

数域筛具有更高的效率。当然，修改后，矩阵会增

大，如何提高这一部分的计算效率也是一个有意

义的课题。
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