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一种 ＧＮＳＳ卫星轨道高精度实时插值方法
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摘　要：针对ＧＮＳＳ导航信号模拟源中多星座轨道计算实时性问题，从计算效率、精度等角度分析和对比
了牛顿多项式和埃尔米特多项式插值算法的性能，通过对牛顿插值的加“窗”改进，使得卫星位置、速度的插

值精度显著提高。算例结果表明，该方法能够在等间距时间点上多个卫星位置已知、速度未知的条件下，高

精度实时地内插出卫星的位置和速度，其中卫星位置插值精度为ｍｍ级，速度插值精度小于１ｅ５ｍ／ｓ，计算量
为广播星历直接计算的１／７，位置和速度的拟合精度均优于三阶埃尔米特插值结果。
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　　随着 ＧＰＳ、ＧＬＯＮＡＳＳ、Ｇａｌｉｌｅｏ以及我国的北
斗二代卫星导航系统建设，ＧＮＳＳ信号模拟源需
具备同时提供多个系统信号的功能，其中，伪距以

及伪距变化率的实时生成是导航信号模拟源研制

的关键技术之一。伪距以及伪距变化率反推中轨

道计算量最大，其包含大量的浮点乘法、迭代以及

三角函数运算［１］。同时，导航星座的多样性要求

实时计算模拟１００颗以上卫星的轨道，对信号源
硬件的实时计算能力提出了很大的挑战。此外，

ＧＮＳＳ精密数据处理、多模接收机等实际应用中
对实时、高效的星历插值亦有很大的需求。

目前国内外星历的插值与拟合研究主要以

ＩＧＳ（ＴｈｅＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＧＮＳＳＳｅｒｖｉｃｅ）精密星历和
ＧＰＳ广播星历为参考，插值或拟合出区间内任意
时刻卫星的位置，分析比较的算法包括拉格朗日、

牛顿、尼维勒多项式插值，三角函数插值以及切比

雪夫多项式拟合方法。文献［２］最早比较了不同
阶数和不同节点间距的情况下埃尔米特插值和样

条插值对卫星位置和速度的影响。文献［３－６］
分析了不同多项式插值后卫星位置精度随阶数的

变化情况，并指出节点间距与阶数相等的条件下，

多项式插值与拟合的精度相同，但牛顿插值在计

算效率上优于拉格朗日和尼维勒插值。由于切比

雪夫多项式拟合涉及矩阵求逆等运算，多个星历

拟合的实时计算会导致过长的初始化时间。采用

相同阶数对卫星轨道进行插值时，三角函数比多

项式表现出更高的插值精度，但其频率分量依赖

于ＩＥＲＳ组织的发布［７－８］。为克服高阶多项式插

值的龙格现象，文献［９－１０］引入了加“窗”的概
念，加窗处理后的误差特性有待进一步研究。
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１　常用轨道插值方法比较

下文中定义阶数为多项式的最高次数。

假设ｆ（ｔ）为卫星在地心地固系（ＥＣＥＦ）下的
位置函数，ｔ为时间，显然ｆ（ｔ）在ｔ上均有定义，那
么ｎ次拉格朗日插值多项式为

ｆＬｎ（ｔ）＝∑
ｎ

ｋ＝０
ｆ（ｔｋ）·ｌｋ（ｔ） （１）

式中ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ以及对应的ｆ（ｔ０），ｆ（ｔ１），…，
ｆ（ｔｎ）称为插值节点，｜ｔｋ＋１－ｔｋ｜定义为节点间距，
ｌｋ（ｔ）为插值基函数且满足

ｌｋ（ｔ）＝∏
ｎ

ｉ＝０
ｉ≠ｋ

ｔ－ｔｉ
ｔｋ－ｔ

( )
ｉ

，（ｋ＝０，１，２，…，ｎ）（２）

由式（１）和（２）可知，拉格朗日多项式是唯
一的，虽然可以有不同的表示方法和计算方法，但

计算过程需要大量反复的乘法运算，而且计算新

的插值点或为减小误差而添加新的节点时，插值

基函数都要重新计算。尼维勒插值算法用逐次线

性插值可以提高计算效率，尤其是在添加新节点

时可充分利用已有的计算结果。

设ｐｍ１ｍ２…ｍｋ表示节点ｔｍ１，ｔｍ２，…，ｔｍｋ所确定的
拉格朗日插值多项式，设ｔｉ和ｔｊ是节点ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ
中的两个不同节点，则式（１）可改写为

ｆＬｎ（ｔ）＝ｐ０１２…ｎ（ｔ）＝
（ｔ－ｔｊ）ｐ０１…ｊ－１ｊ＋１…ｎ（ｔ）

ｔｉ－ｔｊ

　　　 －
（ｔ－ｔｉ）ｐ０１…ｉ－１ｉ＋１…ｎ（ｔ）

ｔｉ－ｔｊ （３）
对给定的ｔ，由式（３）的计算逐行地生成表１。

表１　尼维勒插值表
Ｔａｂ．１　Ｎｅｖｉｌｌｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ｔ０ Ｑ００ ＝ｐ０（ｔ）

ｔ１ Ｑ１０ ＝ｐ１（ｔ）Ｑ１１ ＝ｐ０１（ｔ）

ｔ２ Ｑ２０ ＝ｐ２（ｔ）Ｑ２１ ＝ｐ１２（ｔ）Ｑ２２ ＝ｐ０１２（ｔ）

ｔ３ Ｑ３０ ＝ｐ３（ｔ）Ｑ３１ ＝ｐ２３（ｔ）Ｑ３２ ＝ｐ１２３（ｔ） Ｑ３３ ＝ｐ０１２３（ｔ）



　　表中ｐｋ（ｔ）＝ｆ（ｔｋ），Ｑｋｊ＝ｐｋ－ｊ．．．ｋ－１ｋ（ｔ），可以
看出Ｑｋｋ就等于拉格朗日多项式的逐次估计值。
当有新的节点添加时，逐行生成表 １，直到误差
｜Ｑｋｋ－Ｑｋ－１ｋ－１｜小于指定的门限时为止，即尼维
勒插值方法。该插值计算过程中，新的节点添加不

会引起多项式全部重新计算，减小了运算量。但是

插值点变化时，各项需要重新计算，无论ｔ的变化
范围是大还是小。

容易扩展插值多项式的阶数是牛顿插值的一

个优点。以 ｎ阶多项式牛顿插值为例，其表达

式为：

ｆＮｎ（ｔ）＝ｆ［ｔ０］＋ｆ［ｔ０，ｔ１］·（ｔ－ｔ０）＋…

　　 ＋ｆ［ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ］·∏
ｎ－１

ｉ＝０
（ｔ－ｔｉ） （４）

式中，ｆ［ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ］为 ｆ（ｔ）的 ｎ阶差商且
ｆ［ｔ０］＝ｆ（ｔ０），差商计算公式如下：

ｆ［ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ］＝
ｆ［ｔ０，…，ｔｋ－２，ｔｋ］
ｔｋ－ｔｋ－１

　　　　 －
ｆ［ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ－１］
ｔｋ－ｔｋ－１ （５）

由式（４）和（５）可知，ｎ阶牛顿插值多项式可
以通过向ｎ－１阶多项式添加一个更高次项获得，
而且插值点ｔ在ｔ０，ｔ１，…，ｔｎ节点间变化时，差商不
需要重新计算。

在导航信号源的卫星轨道插值中，不仅要求

卫星的位置与被插值函数 ｆ（ｔ）保持高精度
（＜００１ｍ），而且卫星速度与 ｆ′（ｔ）精度要求保
持更高的精度（＜０００１ｍ／ｓ）。而埃尔米特插值不
仅可以保证插值节点位置和速度与被插值函数以

及一阶导数一致，而且每个节点的一阶导数连续。

以两节点三阶埃尔米特插值为例，若 ｆ（ｔ）在插值
节点ｔｉ和ｔｉ＋１处的值和一阶导数均已知，那么插值
多项式如下：

ｆＨ３（ｔ）＝ａｉ＋ｂｉ（ｔ－ｔｉ）＋

　　ｃｉ（ｔ－ｔｉ）
２＋ｄｉ（ｔ－ｔｉ）

３ （６）
其中，ａｉ＝ｆ（ｔｉ），ｂｉ＝ｆ′（ｔｉ）

ｃｉ＝
３ｆ［ｔｉ，ｔｉ＋１］－２ｆ′（ｔｉ）－ｆ′（ｔｉ＋１）

ｔｉ＋１－ｔｉ

ｄｉ＝
ｆ′（ｔｉ）－２ｆ［ｔｉ，ｔｉ＋１］＋ｆ′（ｔｉ＋１）

（ｔｉ＋１－ｔｉ）
２

式中ｆ［·］的计算见式（５）。
三阶埃尔米特插值充分利用插值节点处一阶

导数值，使得插值函数的一阶导数在节点处保持

连续，避免了一阶导数的跳变（在轨道插值中表

现为卫星速度的跳变）。在轨道插值中，若两节

点的间距较大，则高阶分量的误差会逐渐增大。

由于阶数的限制，两节点三阶埃尔米特插值在实

践应用中需要进行分段计算。

通过对常见四种插值方法的讨论和比较可

知，拉格朗日插值的计算效率最低，无论是引入新

节点，还是待插值点变化，都需要重新计算；尼维

勒插值虽有改进，但是在待插值点变化时仍需重

新计算。牛顿插值和埃尔米特插值均能克服上述

缺点，且埃尔米特插值函数的一阶导数与节点处

一致（假设节点处一阶导数已知）。由于导航信

号源中要求对轨道进行长时间的不断插值，因此

·０６·
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节点数会随着时间逐渐增多。为避免多项式阶数

的不断增高，通常采用分段插值的方法。牛顿插

值在轨道插值应用中是否能进一步改善以及与埃

尔米特插值的性能比较，这些都需在具体的轨道

插值计算中进行定量的评估。

２　改进后的牛顿插值方法

２１　等距插值

精密卫星星历数据通常是等间距的或者容易

计算得到等间距的。等距节点牛顿插值是牛顿多

项式插值的一个特例，通过以差分形式表达的插

值公式代替差商形式表达的插值公式可以简化计

算过程并且不影响计算精度。假设ｈ＝｜ｔｎ－ｔｎ－１｜
＝…＝｜ｔ１－ｔ０｜，式（４）中的差商可通过前向差分
计算，即

ｆ［ｔ０，ｔ１，…，ｔｋ］＝
Δｋｆ０
ｋ！ｈｋ

（７）

其中Δ为向前差分算子，Δｋｆ０满足
Δｆｉ＝ｆ（ｔｉ＋ｈ）－ｆ（ｔｉ）

Δｋｆ０＝Δ
ｋ－１ｆ１－Δ

ｋ－１ｆ{
０

（８）

令ｔ＝ｔ０＋λｈ，并将式（８）代入式（４）得

ｆＮｈ（λ）＝ｆ（ｔ０）＋∑
ｎ

ｋ＝１

Δｋｆ０
ｋ！·∏

ｋ－１

ｉ＝０
（λ－ｉ( )）

（９）
其插值余项为

Ｒｎ（λ）＝ｈ
ｎ＋１ｔ（ｔ－１）…（ｔ－ｎ）

（ｎ＋１）！ ｆ（ｎ＋１）（ξ） （１０）

且ｘ０ ＜ξ＜ｘ０＋ｎｈ。
由此可见，等距插值式（９）比式（４）具有更简

洁的表达式，提高了插值速度。对于长周期的卫星

轨道插值，分段多项式插值是一种实用的解决方

案。为保证多星座轨道插值的实时性，可将各区段

插值系数的计算在初始化过程中完成，通过快速

搜索插值点所在的区段，直接调用对应的系数进

行插值。在分段的过程中，需要考虑节点的间距和

区段内节点的数量，节点过多，相邻节点间距过

小，就会出现龙格现象，影响插值精度和效率。通

过合理的滑动窗选取可有效避免上述现象的

发生。

２２　滑动窗的选取

由牛顿插值多项式的余项式（１０）知，采用高
阶多项式插值时，插值误差在靠近两端节点的区

域内将迅速增大，出现了插值区间内逼近很差的

现象即龙格现象。卫星Ｘ、Ｙ和Ｚ轴的插值结果都
会出现龙格现象，限于篇幅，图１仅给出了Ｙ轴的

插值误差。一种有效的方法是通过加“窗”处理，

使插值点始终处于插值区间的中部。例如，图１中
已知等间距的１０个节点上的数据，被插值点始终
在节点４到节点５之间（节点从０开始编号），如果
被插值点超出“窗口”的范围，则相应地向前或者

向后移动“窗”，同时向前或向后补充相应的已知

节点数据。从图１中也可看出，“窗口”的大小影
响精度。为保证插值后的精度，采用相邻两个节点

之间的间距为“窗口”尺寸。

图１　龙格现象以及加窗处理
Ｆｉｇ．１　Ｒｕｎｇｅｓｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎａｎｄａｄｄｉｎｇｗｉｎｄｏｗ

这种滑动窗式的牛顿插值算法避免了龙格现

象的发生，提高了插值精度。为此需要待插值区间

的两端有冗余的已知节点，这在星历插值中是很

容易计算得到的。

目前有关星历插值的文献多是关注的卫星位

置的插值计算，较少关注卫星速度的插值计算。由

图１可以看出，加窗后卫星位置插值误差呈缓慢
变化的特点，结合速度定义

ｖ（ｔ）＝ｆ′（ｔ）＝ｌｉｍ
ｓ０

ｆ（ｔ＋ｓ２）－ｆ（ｔ－
ｓ
２）

ｓ （１１）

考虑到ＧＮＳＳ卫星位置、速度的数量级，经过多次
计算结果对比后得到 ｓ＝０００１。若 ｓ取得过大，
则卫星轨道不能近似为线性变化；反之，由于有效

位数的影响，放大了舍入误差，影响速度的精度。

采用此方法的代价是每次插值完位置后，需要另

外计算其前后的位置。

２３　改进后的卫星位置和速度计算流程

导航信号模拟源中轨道计算常以星历参数参

考，星历参数包括星历参考时刻、半长轴、偏心率、

倾角、升交点经度、近地点幅角、平近点角、倾角的

变化率、升交点经度的变化率和开普勒根数的７
个校正值。结合改进后的轨道插值算法，完整的

·１６·
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卫星位置和速度插值计算流程如图２所示，分为
以下步骤：

图２　卫星位置和速度插值计算流程
Ｆｉｇ．２　Ｆｌｏｗｏｆｔｈｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｖｅｌｏｃｉｔｙｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｎｇ

（１）节点数据准备：根据提供的星历，计算出
标准等间距的卫星位置（埃尔米特插值需已知速

度初值），ＧＰＳ、Ｇａｌｉｌｅｏ和北斗二代导航系统可采
用星历文件直接计算，ＧＬＯＮＡＳＳ系统需采用轨道
积分的方法得到节点的卫星位置。

（２）生成多项式插值系数表：根据等间距的
卫星位置，分别计算各窗口的插值系数，将系数与

窗口对应起来生成系数表，每一组系数对应唯一

的窗口。为加快计算速度，以上步骤可在初始化

过程中完成。

（３）搜索窗口编号：根据待插值点搜索窗口
编号以及对应的系数。

（４）计算卫星位置和速度：用同样的多项式
系数计算待插值点以及前后临近时间的卫星位置

坐标，以中心差分代替解析式求导，根据式（５）求
出卫星的速度。

（５）判断是否还有待计算的插值点，若有，转
到步骤（３）继续计算，否则输出结果。

３　数值算例结果分析

评估星历插值算法的性能主要包括：连续性、

位置和速度的精度、计算量、节点间距。信号源伪

距生成与卫星的位置密切相关，位置的不连续变

化会引起伪距的跳变，从而引起信号失真。精度

主要是衡量多项式插值后与星历的逼近程度。减

小计算量是采用插值的主要原因，计算量的降低

才能保证多星座下卫星位置和速度计算的实时

性。节点间距也是必须考虑因素之一，间距太小

造成系数表的存储以及搜索负担加重，间距太大

时需要提高阶数才能满足精度，计算量就会增大。

采用 ＰＲＮ编号为２的 ＧＰＳ卫星２００８年１０
月２２日１４时的广播星历数据，将其计算出来的
１０ｍｓ间距的卫星位置和速度作为真值，分别抽取
１２ｈ段内多组等间距的节点数据进行滑动式牛顿
和埃尔米特插值，通过多项式插值计算得到１０ｍｓ
间距的卫星位置和速度。采用 Ｃ语言实现有利
于比较各算法的计算耗时，具体计算流程见２３
节。为了全面地比较各种插值算法之间性能，节

点间距分别取 ６０ｓ、１８０ｓ、３００ｓ、４２０ｓ、５４０ｓ、６６０ｓ、
７８０ｓ、９００ｓ；由于高阶的运算量过大，牛顿插值多
项式仅取５阶、７阶、９阶；埃尔米特插值多项式为
３阶。不同插值方法、不同节点间距的插值结果
如图３、图４所示。

图３　卫星位置插值结果
Ｆｉｇ．３　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｐｏｓｉｔｉｏｎ

由于插值后卫星 Ｘ轴和 Ｙ轴的位置误差相
当，均略大于 Ｚ轴，速度误差也有同样的特点。
限于篇幅，本文仅给出 Ｘ轴的插值结果。图３中
的计算量定义为多项式插值计算所耗时间与星历

直接计算所耗时间之比，图中圆圈或三角符号旁

边标签为相邻节点的时间间距。从图３中可以看
出，在相同时间间距的条件下，埃尔米特三阶插值

计算速度最快、精度却最差；牛顿９阶多项式的插

·２６·
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值精度最高，计算量最大。牛顿插值的计算量大

于埃尔米特的原因除了多项式阶数高以外，牛顿

插值需要进行额外的插值以备计算速度。各插值

多项式的总体线条斜率反映了搜索窗口编号的计

算量比重，倾斜度越大，搜索计算量的比重越大。

随着插值区间的减小，计算速度会明显降低，但９
阶的牛顿插值精度受插值区间变化的影响较小，

甚至出现了小幅抖动。

图４　卫星速度插值结果
Ｆｉｇ．４　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｓａｔｅｌｌｉｔｅｖｅｌｏｃｉｔｙ

当位置最大偏差小于等于 ｍｍ级时，埃尔米
特３阶和牛顿５、７、９阶的可用最大节点间距分别
为６０ｓ、３００ｓ、６６０ｓ、９００ｓ。兼顾运算量和节点间
距，牛顿 ７阶、节点间距为５００～６００ｓ时，插值计
算速度为星历直接计算的７倍，可满足多星座的
卫星星历插值实时计算要求。此外，随着节点间

距的减小，牛顿高阶插值的精度不会小于１ｅ７ｍ。
这是由于计算机字长有限引起的舍入误差，而不

是龙格现象引起的。

从图４中可以看出，卫星的速度插值误差随
节点间距的变化趋势与位置误差相同，速度的插

值误差比位置误差小。对比图３和图４，节点间
距为９００ｓ时，埃尔米特插值和牛顿插值的速度误
差约为位置误差的１／２００，这也证实了卫星速度
计算方法的有效性。当采用５４０～６６０ｓ的间距数
据进行牛顿 ７阶插值时，速度的最大误差小于
１ｅ５ｍ／ｓ，相对于卫星的运动速度，该误差量级引
起的速度跳变影响可忽略不计。类似地对于

９００ｓ间距的数据采用牛顿９阶插值计算得到的
速度可近似为连续的，计算量较前者有所增大。

４　结　论

（１）从算法的精度、节点间距来看，加窗处理
后牛顿插值的阶数不少于７阶，节点间距应小于
９００ｓ，这样插值得到的卫星位置误差可达 ｍｍ级，

速度误差达１ｅ５ｍ／ｓ级，计算量为星历直接计算
的１／７。

（２）从计算效率和插值结果的连续性上看，
由于埃尔米特插值要求已知各节点处的位置和速

度，因此在各插值节点卫星位置和速度都保持连

续。分段埃尔米特三阶插值阶数低、运算量小，算

法效率高，但是节点间距增大后，精度急剧下降。

长周期的轨道插值时搜索窗口将会消耗更多的时

间，从而降低整个算法的效率。

（３）随着节点间距的减小，多项式插值的精
度提高。当间距小于９００ｓ，９阶以上加窗处理后
的牛顿插值精度受节点间距变化的影响较小。
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