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航天测控通信系统可靠性分析的 Ｋｒｙｌｏｖ子空间投影算法
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摘　要：基于Ｍａｒｋｏｖ模型对航天测控通信系统进行可靠性分析的过程中，若系统中测控通信设备数量较
多，模型中的状态空间随设备数量呈指数增长，将会导致数值计算困难。提出了一种基于 Ｋｒｙｌｏｖ子空间技术
的可靠性分析方法，将大规模问题投影至小规模子空间中，求得问题的近似解。实验结果证明，Ｋｒｙｌｏｖ子空间
方法的计算速度及精度优于Ｒｏｓｓ方法和前向Ｅｕｌｅｒ法（ｆｏｒｗａｒｄＥｕｌｅｒｍｅｔｈｏｄ，ＦＥＭ）。
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　　航天测控通信系统是任何空间活动中不可缺
少的一个重要组成部分［１］。测控通信系统是天

地通信的唯一途径［２］，其主要任务是对各飞行阶

段飞行器进行跟踪、测量、控制和通信，任务类型

包括轨道测量、遥测数据接收、遥控指令发送等，

在对载人航天器进行测控时还包括语音通信及航

天员生理状态参数接收等任务。通过建立航天测

控通信系统的可靠性模型，分析系统完成单个测

控通信任务或综合任务的可靠性，对于确保航天

任务的圆满完成具有重要意义。

测控通信任务在执行过程中，由于测控设备

的执行时间不一致，导致在不同的阶段参与任务

的设备数不同且任务的成功标准也不同，因此测

控通信任务具有多阶段任务系统（ＰｈａｓｅｄＭｉｓｓｉｏｎ
Ｓｙｓｔｅｍ，ＰＭＳ）的特点。ＰＭＳ可靠性分析方法包括
可靠性框图法［３］、故障树法［４］、Ｐｅｔｒｉ网方法［５］、

Ｂａｙｅｓ网络方法［６］以及Ｍａｒｋｏｖ方法［７－９］等。基于

Ｍａｒｋｏｖ过程的分析方法能够处理动态可修系统，

同时能够正确描述阶段内各部件之间的依赖性及

部件跨阶段的依赖性，因此适合于ＰＭＳ的可靠性
分析。但是，由于Ｍａｒｋｏｖ模型求解中涉及矩阵指
数运算（形如ｅＱｔ），当系统规模较大时，Ｍａｒｋｏｖ模
型中的状态空间呈指数增长，导致矩阵规模巨大，

计算困难。

Ｍａｒｋｏｖ模型求解中的矩阵指数运算方法主
要包括一致化方法［１０］、Ｒｏｓｓ提出的近似计算方
法［１１］、常微分方程方法［１２］以及迭代求解方法［１３］

等。这些方法一般适合于中小规模问题的求解。

当矩阵规模较大时，算法运行耗时巨大。航天测

控通信系统中，通常参与执行任务的设备数量较

多，若采用上述方法进行求解效率较低。本文采

用Ｋｒｙｌｏｖ子空间技术，将大规模矩阵在 Ｋｒｙｌｏｖ子
空间中进行投影，以投影后的矩阵进行近似计算。

由于经过投影后能够极大地减少矩阵规模，因此，

Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法能够有效提高 Ｍａｒｋｏｖ模型求
解效率。
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１　测控通信任务可靠性分析

１．１　基于Ｍａｒｋｏｖ过程的测控通信任务可靠性
建模

　　测控通信任务具有较强的计划性，因为航天
器的轨道、飞行程序等都是事先分析、设计的，在

测控资源布局已定的情况下，执行测控通信任务

的设备及其开始工作时间和结束工作时间都是确

定的。若令ｔａｓｋｉ表示测控通信任务，则可以用如
图１所示的测控设备执行时序图描述该任务。

图１　测控设备执行时序图
Ｆｉｇ．１　ＴｉｍｅｓｅｑｕｅｎｃｅｏｆＴＴ＆Ｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

图２　各阶段测控设备间逻辑关系
Ｆｉｇ．２　ＲｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｌｏｇｉｃｏｆＴＴ＆Ｃｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

ｉｎｅａｃｈｐｈａｓｅ

图１中ｒｉ为执行任务的测控设备，由设备执
行时序图可以看出，该任务可以划分为两个阶段，

每个阶段中设备间的逻辑结构关系如图２所示。
对测控通信任务 ｔａｓｋｉ进行可靠性分析的过程可
以概括为：对每一个任务阶段单独生成Ｍａｒｋｏｖ模
型，以前一阶段末的状态概率向量作为后一阶段

初的状态概率向量，依次对各Ｍａｒｋｏｖ模型进行求
解，最末阶段的可靠性即为整个任务的可靠性。

Ｍａｒｋｏｖ模型中状态概率向量的求解，根据
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ后向方程 ｄＰ（ｔ）／ｄｔ＝Ｑ·Ｐ（ｔ），可得
到Ｐ（ｔ）＝ｅＱｔ。其中，Ｑ为转移速率矩阵，若以
ｖ（ｔ）表示系统在ｔ时刻的状态概率向量，则有

ｖ（ｔ）＝ｖ（０）·ｅＱｔ　　　 ｔ∈［０，Ｔ］ （１）

当矩阵Ｑ较大时，ｅＱｔ的计算十分困难。若将
初始矩阵通过Ｋｒｙｌｏｖ子空间投影，近似为小规模
矩阵的指数运算，则能够简化计算，提高求解

效率。

１．２　Ａｒｎｏｌｄｉ过程

Ｋｒｙｌｏｖ子空间是指由形如ｐ（Α）ｖ的向量张成
的子空间［１４］，其中Α为矩阵，ｐ（Α）为包含矩阵Α的

多项式，若以Κｍ（Ａ，ｖ）表示Ｋｒｙｌｏｖ子空间，则有：
Κｍ（Ａ，ｖ）＝Ｓｐａｎ｛ｖ，Ａｖ，…，Ａ

ｍ－１ｖ｝ （２）
Ａｒｎｏｌｄｉ过程是 Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法中构造子

空间的一组标准正交基的方法，由Ｗ．Ｅ．Ａｒｎｏｌｄｉ
于１９５１年首先提出，起初用于将一般矩阵简化为
一个Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵。设 ＜ｖ１，ｖ２＞表示向量 ｖ１
和ｖ２的内积，则利用 Ａｒｎｏｌｄｉ方法构造子空间
Κｍ（Ａ，ｖ）中的标准正交基的过程可简单描述
如下［１４］：

Ｓｔｅｐ１　选取初始向量ｂ１，并将其标准化
Ｓｔｅｐ２　Ｆｏｒｊ＝１，２，… ，ｍＤｏ
Ｓｔｅｐ３　ｈｉｊ＝＜Ａｂｊ，ｂｉ＞Ｆｏｒｉ＝１，２，…，ｊ

Ｓｔｅｐ４　ｒｊ＝Ａｂｊ－∑
ｊ

ｉ＝１
ｈｉｊｂｉ

Ｓｔｅｐ５　ｈｊ＋１，ｊ＝‖ｒｊ‖２

Ｓｔｅｐ６．ｂｊ＋１＝ｒｊ／ｈｊ＋１，ｊ
Ｓｔｅｐ７．Ｅｎｄ
从上述算法过程可以看出，Ａｒｎｏｌｄｉ过程的每

一次循环都对向量 Ａｂｊ利用标准的 ＧｒａｍＳｃｈｍｉｄｔ
正交化方法进行处理。其中，ｈｉｊ为向量 Ａｂｊ在已
生成的基向量ｂｉ（ｉ＝１，２，… ，ｊ）上的投影，则

∑
ｊ

ｉ＝１
ｈｉｊｂｉ为Ａｂｊ在由基向量｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｊ｝张成

的子空间 Ｖｊ上的投影。因此，ｒｊ即为向量 Ａｂｊ与
其在子空间 Ｖｊ上投影的差。由投影原理可知，ｒｊ
是正交于子空间 Ｖｊ的，亦即正交于 Ｖｊ的正交基
｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｊ｝。将 ｒｊ单位化之后赋给 ｂｊ＋１，则
向量组｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｊ，ｂｊ＋１｝就是Ｖ

ｊ在Ａｂｊ上扩
展的子空间 Ｓｐａｎ｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｊ，Ａｂｊ｝的标准正
交基。重复上述扩展构造正交基的过程，可得向

量组｛ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ｝为Ｋｒｙｌｏｖ子空间Ｋｍ＝Ｓｐａｎ
｛ｂ１，Ａｂ１，Ａ

２ｂ１，…，Ａ
ｍ－１ｂ１｝的一组标准正

交基。

由Ａｒｎｏｌｄｉ算法过程的 Ｓｔｅｐ５和 Ｓｔｅｐ６可以
得到，ｈｊ＋１，ｊｂｊ＋１＝ｒｊ，综合Ｓｔｅｐ４可以得到

Ａｂｊ＝∑
ｊ

ｉ＝１
ｈｉｊｂｉ＋ｈｊ＋１，ｊｂｊ＋１　 （３）

对ｊ＝１，２，…，ｍ可分别写出：
Ａｂ１＝ｈ１１ｂ１＋ｈ２１ｂ２
Ａｂ２＝ｈ１２ｂ１＋ｈ２２ｂ２＋ｈ３２ｂ３
　　　
Ａｂｍ＝ｈ１ｍｂ１＋ｈ２ｍｂ２＋…＋ｈｍｍｂｍ＋ｈｍ＋１，ｍｂｍ










＋１

若令

·４６·
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Ｈｍ＝

ｈ１１ ｈ１２ … ｈ１，ｍ－１ ｈ１ｍ
ｈ２１ ｈ２２ … ｈ２，ｍ－１ ｈ２ｍ

ｈ３２ … ｈ３，ｍ－１ ｈ３ｍ
  

ｈｍ，ｍ－１ ｈ

























ｍｍ

则可将式（１）写为如下的矩阵形式：
ＡＢｍ＝ＢｍＨｍ＋ｈｍ＋１，ｍｂｍ＋１ｅ

Ｔ
ｍ （４）

其中 Ｂｍ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ］，ｅｍ＝（０，…，０，
１）Ｔ。上式两端左乘 ＢＴｍ，并利用 ｂｍ＋１与 Ｂｍ列向
量的正交性可得

ＢＴｍＡＢｍ＝Ｈｍ （５）
可见，Ａｒｎｏｌｄｉ过程在构造正交基 Ｂｍ的同时，

还会生成一个 Ｈｅｓｓｅｎｂｅｒｇ矩阵 Ｈｍ，Ｈｍ表示矩阵
Ａ在Ｋｒｙｌｏｖ子空间Κｍ中关于基Ｂｍ的投影，且具
有式（４）和（５）所示的性质。

１．３　基于Ｋｒｙｌｏｖ子空间的状态概率向量求解

如式（１）所示，ｖ（ｔ）＝ｖ（０）·ｅＱｔ，若令 Ａ＝
ＱΤ，ω（ｔ）＝ｖ（ｔ）Ｔ，π＝ω（０），则有

ω（ｔ）＝ｅＡｔ·π，　 ｔ∈［０，Ｔ］ （６）
暂不考虑时间ｔ，令ω＝ｅＡπ，则对ω的任意ｍ

－１阶多项式展开都可记为 ｐｍ－１（Ａ）π进行近似

计算，如其 ｍ－１阶 Ｔａｙｌｏｒ展开式为∑
ｍ－１

ｉ＝０

Ａｉ
ｉ！π。ω

的所有 ｍ－１阶多项式近似都是 Ｋｒｙｌｏｖ子空间
Κｍ（Ａ，π）中的元素，其中

Κｍ（Ａ，π）＝Ｓｐａｎ｛π，Ａπ，…，Ａ
ｍ－１π｝ （７）

设 Ｂｍ ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ］为 Ｋｒｙｌｏｖ子空间

Κｍ（Ａ，π）中的一组基，Ｂｍ由 Ａｒｎｏｌｄｉ过程构造，

ωｏｐｔ为对 ω的 ｍ－１阶多项式近似中的最优值，

则有

ωｏｐｔ－ω ２ ＝ ｍｉｎ
ｘ∈Κｍ（Ａ，π）

ｘ－ω ２

＝ｍｉｎ
ｙ∈瓗ｍ

Ｂｍｙ－ω ２ （８）

　 　 根 据 最 小 二 乘 法 原 理，可 得 ｙｏｐｔ ＝
（ＢＴｍＢｍ）

－１ＢＴｍｅ
Ａπ。

由于Ａｒｎｏｌｄｉ过程所得 Ｂｍ为标准正交基，因
此，ＢＴｍＢｍ＝Ｉ，由此可知

ｙｏｐｔ＝Ｂ
Ｔ
ｍｅ
Ａπ （９）

利用 Ａｒｎｏｌｄｉ算法构造基 Ｂｍ 时，若令 β＝

π２，取ｂ１＝
π
β
（π为初始时刻状态概率向量），

并设ｅｉ表示单位矩阵 Ｉ的第 ｉ个列向量，其长度
视具体情况而定，则可得

π＝βＢｍｅ１ （１０）

综合式（９）和（１０），同时由于ωｏｐｔ＝Ｂｍｙｏｐｔ，可
得

ωｏｐｔ＝βＢｍＢ
Ｔ
ｍｅ
ＡＢｍｅ１ （１１）

用式（１１）进行计算仍然是非常复杂的。如
果将式（４）近似为ＡＢｍ≈ＢｍＨｍ，则有：

ＡｉＢｍ ＝Ａ
ｉ－１ＡＢｍ

≈Ａｉ－１ＢｍＨｍ
　
≈ＢｍＨ

ｉ
ｍ （１２）

即ＢＴｍＡ
ｉＢｍ≈Ｈ

ｉ
ｍ，根据 Ｔａｙｌｏｒ展开式可得到如下

近似公式：

ＢＴｍｅ
ＡＢｍ≈ｅ

Ｈｍ （１３）
则式（１１）可写为：

ωｏｐｔ≈βＢｍｅ
Ｈｍｅ１ （１４）

将时间变量 ｔ重新引入式中，对任意的时间
ｔ，总有ＢＴｍ（Ａｔ）

ｉＢｍ≈（Ｈｔ）
ｉ
ｍ，可得：

ω（ｔ）≈βＢｍｅ
Ｈｍｔｅ１ （１５）

式（１４）中也包括矩阵指数运算 ｅＨｍｔ，但是由
于矩阵Ｈｍ的阶数 ｍ小于原矩阵 Ａ的阶数 ｎ，因
此可认为通过Ｋｒｙｌｏｖ子空间投影，将初始的大规
模矩阵问题转化为小规模矩阵的计算，从而降低

了计算复杂度。ｅＨｍｔ的计算可以根据常用的矩阵
指数运算方法，本文采用 Ｒｏｓｓ提出的方法，利用
如下的近似公式［１１］：

ｅｘ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
（１＋ｘ／ｎ）ｎ （１６）

ｅＱｔ＝ｌｉｍ
ｎ→∞
（Ι＋Ｑｔ／ｎ）ｎ≈（Ι＋Ｑｔ／ｎ）ｎ （１７）

该算法对小规模矩阵的指数运算具有较高的

计算速度和精度。

２　算例分析

为了验证本文给出的 Ｋｒｙｌｏｖ算法的有效性，
对以下 ６个单阶段测控任务 ｔａｓｋ１、ｔａｓｋ２，ｔａｓｋ３，
ｔａｓｋ４，ｔａｓｋ５和ｔａｓｋ６进行计算。假设参与任务的测
控设备数分别为８、９、１０、１１、１２和１３，且测控设
备的ＭＴＴＲ和ＭＴＢＦ均为２０ｍｉｎ和３０ｍｉｎ，任务
持续时间均为３０ｍｉｎ。为简化描述，假设各任务
中设备间均为并联关系。

Ｒｏｓｓ方法具有较高的精度，且当初始矩阵规
模较小时算法运行速度很快［１１］；ＦｏｒｗａｒｄＥｕｌｅｒ
Ｍｅｔｈｏｄ（ＦＥＭ）方法由于思想简单，因此速度优于
龙格－库塔（ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ）及亚当姆斯（Ａｄａｍｓ）
等常微分方程方法。Ａ．Ｒａｕｚｙ［１３］通过实验指出
ＦＥＭ方法在大部分情况下都能得到较好的计算
结果。因此，对任务ｔａｓｋ１、ｔａｓｋ２和ｔａｓｋ３，选择Ｒｏｓｓ
方法和ＦＥＭ方法与 Ｋｒｙｌｏｖ方法进行比较。各方
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法计算所得可靠性结果和算法运行时间分别如表

１和表２所示。其中，Ｋｒｙｌｏｖ算法中子空间规模ｍ
取１０，记为Ｋｒｙｌｏｖ１０；Ｒｏｓｓ算法迭代次数取２２，记
为 Ｒｏｓｓ２２；ＦＥＭ 算 法 步 长 取 ００００１，记
为ＦＥＭ０００００１。

表１　ｔａｓｋ１，ｔａｓｋ２和ｔａｓｋ３可靠性计算结果对比
Ｔａｂ．１　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔａｓｋ１，ｔａｓｋ２ａｎｄｔａｓｋ３

测控

任务

可靠性结果

Ｋｒｙｌｏｖ１０ Ｒｏｓｓ２２ ＦＥＭ０．００００１

ｔａｓｋ１
０．９９８６３４６６７
９６０１５２

０．９９８６３４６６７
９３２８４８

０．９９８６１１６９１
０８８１１９

ｔａｓｋ２
０．９９９４７７３３１
６０４２０６

０．９９９４７７３３１
５６３４０２

０．９９９４４７９２９
５１１２００

ｔａｓｋ３
０．９９９８０１０９８
８６４５８３

０．９９９８０１０９８
８２６５０１

０．９９９７６４５００
５６６６４１

表２　算法运行时间对比

Ｔａｂ．２　Ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

测控

任务

算法运行时间（ｓ）

Ｋｒｙｌｏｖ１０ Ｒｏｓｓ２２ ＦＥＭ０．００００１

ｔａｓｋ１ ０．０１２ ５４４．８ ８６．１

ｔａｓｋ２ ０．０１５ ８５８４．６ １９２．１

ｔａｓｋ３ ０．０３１ １３６４５４．６ ４４１．３

　　由表１可以看出，Ｋｒｙｌｏｖ方法与 Ｒｏｓｓ方法的
计算结果相同；与 ＦＥＭ方法的误差分别为２．２９ｅ
－００５，２．９４ｅ－００５，３．６６ｅ－００５。由于 Ｒｏｓｓ方法
的计算精度较高，上述结果证明 Ｋｒｙｌｏｖ方法能够
保证求解精度。算例中的三个测控任务，ｔａｓｋ１的
矩阵规模为２５６×２５６，ｔａｓｋ２的矩阵规模为５１２×
５１２，ｔａｓｋ３的矩阵规模为 １０２４×１０２４。Ｋｒｙｌｏｖ方
法中子空间规模为１０，即经过投影后得到一个１０
×１０的矩阵，则投影后矩阵规模分别约为初始矩
阵规模的１／２０、１／５０和１／１００，问题规模大为简
化。这一点可以由表２的算法运行时间中看出，
Ｋｒｙｌｏｖ方法的运行时间远小于 Ｒｏｓｓ算法和 ＦＥＭ
算法。

任务 ｔａｓｋ４，ｔａｓｋ５，ｔａｓｋ６中的矩阵规模分别为
２０４８×２０４８，４０９６×４０９６和８１９２×８１９２。若采用
Ｒｏｓｓ方法计算耗时巨大，因此选择 ＦＥＭ方法与
Ｋｒｙｌｏｖ方法进行比较，Ｋｒｙｌｏｖ方法子空间规模取
２０进行计算，记为 Ｋｒｙｌｏｖ２０。各方法计算结果和
算法运行时间分别如表３和表４所示。

由表３可得，Ｋｒｙｌｏｖ方法与 ＦＥＭ方法的计算
误差分别为 ４．４６ｅ－００５，５．３３ｅ－００５，６．２９ｅ－
００５。由表３和表 ４可以看出，对更大规模的问
题，Ｋｒｙｌｏｖ方法仍然能够保证很高的速度和精度，

性能明显优于 ＦＥＭ方法。且由表２和表４可以
看出，Ｋｒｙｌｏｖ方法运行时间与子空间规模直接相
关，在ｍ不变的情况下，初始问题中矩阵规模的
增大对算法运行时间影响不大。

表３　ｔａｓｋ４、ｔａｓｋ５和ｔａｓｋ６可靠性计算结果对比
Ｔａｂ．３　Ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔａｓｋ４，ｔａｓｋ５ａｎｄｔａｓｋ６

测控

任务

可靠性结果

Ｋｒｙｌｏｖ２０ ＦＥＭ０．００００１

ｔａｓｋ４ ０．９９９９２４６６１４０７４２７ ０．９９９８８００９３６３３０５６

ｔａｓｋ５ ０．９９９９７１５７０７８０６０７ ０．９９９９１８２４９３６３０４０

ｔａｓｋ６ ０．９９９９８９３０５１６４２５１ ０．９９９９２６４５２０７９３５１

表４　算法运行时间对比
Ｔａｂ．４　Ｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｕｓｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

测控

任务

算法运行时间（ｓ）

Ｋｒｙｌｏｖ２０ ＦＥＭ０．００００１

ｔａｓｋ４ ０．３ ９７６．８

ｔａｓｋ５ ０．６ １９９８．２

ｔａｓｋ６ １．１ ４２２８．７

　　由以上分析可以看出，Ｋｒｙｌｏｖ子空间简化了
问题规模，提高了计算效率。该方法的运行时间

和精度与所选取的子空间规模 ｍ有关，ｍ越大，
计算量越大，结果精度越高；反之，计算量小但精

度低。关于Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法的计算误差，有以
下的公式［１５］：

ω（ｔ）－βＢｍｅ
Ｈｍｔｅ１＝　　　　　　　　

　　ｔβｈｍ＋１，ｍ∑
∞

ｋ＝１
ｅＴｍφｋ（Ｈｍｔ）ｅ１（Ａｔ）

ｋ－１ｂｍ＋１

（１８）
其中，ｋ（ｚ）为一组函数，其定义如下：

０（ｚ）＝ｅ
ｚ，　　　　　　　ｋ＜０

ｋ＋１（ｚ）＝
ｋ（ｚ）－ｋ（０）

ｚ ，ｋ≥{ ０
（１９）

当选择某一子空间规模 ｍ近似计算，可根据
公式（１８）右端的前 ｋ项和对计算误差进行估计。
若计算误差不满足预期的精度要求，可从以下两

个方面改善结果精度：（１）选择较大的ｍ值，能够
有效提高精度，但由于矩阵规模的增大，计算量的

增加也是显著的；（２）保持子空间规模ｍ不变，选
择较小的时间步长 Δｔ，通过迭代计算得到 ω（ｔ）
的近似值。

３　结　论

本文提出了基于 Ｋｒｙｌｏｖ子空间技术的航天
测控通信系统可靠性分析方法，将初始问题投影
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至小规模的子空间中求得其近似解，该方法简化

了问题复杂度，提高了求解效率。算例证明，

Ｋｒｙｌｏｖ子空间方法比 Ｒｏｓｓ方法和 ＦＥＭ方法具有
更快的求解速度，通过选取合理的子空间规模，计

算结果也具有较高的精度。在数值实验中也发

现，当设备数量较多时（如２０个），Ｍａｒｋｏｖ模型转
移速率矩阵为１０４８５７６阶方阵，则矩阵的生成将
占用大量时间，甚至会因为内存溢出而无法生成。

因此，下一步要解决转移速率矩阵的快速生成和

大规模条件下的矩阵存储问题。
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