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基于小波域字典学习方法的图像双重稀疏表示


梁锐华，成礼智
（国防科技大学 理学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：提出了一种有效地结构化字典生成算法以及图像双重稀疏表示方法。在Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ等提出的图
像双重稀疏表示模型的基础上，引入小波零树结构，将同一空间位置对应的同方向跨尺度小波基函数的线性

组合作为新的基函数，并通过ＫＳＶＤ学习算法得到线性组合系数，由此得到了一种更加切合图像方向特征的
结构化字典学习算法。在此基础上提出了相应的图像分解与重构算法。遥感图像Ｍ项逼近实验以及压缩仿
真实验表明，本文提出的结构化字典比已有的字典具有更好的图像稀疏表示效果。
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　　随着信息处理数据量的急剧增长，信号稀疏
表示已经成为信号处理与应用数学等研究领域的

热点问题，其数学本质是研究如何提高基函数对

信号的线性或者非线性函数逼近能力，以寻求特

定函数空间中高维信号的“简洁”表示方法，即用

尽量少的基函数来表示信号。

基于超完备字典的信号稀疏表示方法最早在

１９９３年由 Ｍａｌｌａｔ和 Ｚｈａｎｇ提出［１］。其中一个基

本问题在于字典选取，近年来得到了信号处理、应

用数学等领域学者的广泛关注。主流方法可以分

为两类：一类是使用固定的字典，例如 Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换，小波变换，几何多尺度分析等；第二类是通过

机器学习方法从训练样本中学习得到适合样本特

征的自适应字典，包括广义主成份分析［２］，

ＭＯＤ［３］，Ｋ－ＳＶＤ［４］等。这类方法相比固定字典，
其优势在于针对不同类型的信号可以生成不同的

字典，字典原子更加切合信号特征，因而能够得到

更好的稀疏表示效果；缺点是字典学习的自由度

过高，计算量大，因而字典规模受到限制。

针对字典学习的上述缺陷，Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ［５］等提
出了双重稀疏表示方法，基本思想是选取某一固

定字典作为核心字典，再将核心字典原子进行稀

疏线性组合作为新字典的原子。Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ以冗
余ＤＣＴ作为核心字典。最近 Ｏｐｈｉｒ［６］等将小波作
为核心字典，生成了多尺度字典。Ｏｐｈｉｒ将小波子
带独立对待，分别对各子带进行字典学习。但是，

采用多层小波分解后，信号低频子带包含的信息

较多，高频子带包含的信息较少，因而高频子带容

易产生过度拟合。

为了克服文献［６］中字典构造方法的缺陷，
本文借鉴小波系数零树结构［７］，充分利用小波系

数尺度内和尺度之间的相关性，将同方向跨尺度

小波基组合在一起，得到了一种方向更加丰富的

结构化字典。针对遥感图像，本文的字典生成方
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法与Ｏｐｈｉｒ的方法相比具有更好图像稀疏表示效
果。在遥感图像压缩仿真实验中，本文方法相比

ＪＰＥＧ２０００也取得了较好的结果。

１　小波域字典学习的数学模型

１．１　信号稀疏表示与字典学习

给定矩阵Ｄ∈瓗ｎ×Ｋ，Ｋ＞ｎ，Ｄ称为超完备字
典，Ｄ的Ｋ个列向量称为原子，记为 ｄｊ，ｊ＝１，２，…
Ｋ。假设矩阵Ｄ为行满秩，则信号 ｙ∈瓗ｎ能够分

解成这些原子的线性组合，或者由这些原子的线

性组合来逼近，但是分解结果不唯一。考虑稀疏

正则化条件，即用最少的原子来表示信号，基于超

完备字典的信号稀疏表示数学模型本质上是求解

下面的最优化问题［１，４］：

ｍｉｎ
ｘ
‖ｘ‖０　ｓ．ｔ．　ｙ＝Ｄｘ， （１）

或

ｍｉｎ
ｘ
‖ｘ‖０　ｓ．ｔ．　‖ｙ－Ｄｘ‖≤ε （２）

其中伪范数‖ｘ‖０表示向量 ｘ中非零元素
个数，ε为预先设定的逼近误差。一般情况下，最
优化问题（１）或（２）的求解都是 ＮＰ完全问题［８］，

通常使用贪婪算法或者松弛逼近方法近似求解，

主要包括正交匹配追踪（ＯＭＰ）［８］，基追踪［９］，以

及针对实时需求的改进算法［１０］等。

信号稀疏表示效果与字典 Ｄ密切相关。针
对特定类型的信号，字典 Ｄ可以通过机器学习的
方法得到。设 ｙｉ∈瓗

ｎ １≤ｉ≤{ }Ｎ为训练样本集，
Ｙ＝［ｙ１ｙ２…ｙＮ］∈瓗

ｎ×Ｎ，字典学习的数学模型一

般归结为求解如下最优化问题：

ａｒｇｍｉｎ
Ｄ，Ｘ
‖Ｙ－ＤＸ‖２

Ｆ　ｓ．ｔ．ｉ，ｘｉ ０≤ｑ０（３）

其中Ｘ＝［ｘ１ｘ２…ｘＮ］∈瓗
Ｋ×Ｎ为稀疏表示系

数矩阵，ｑ０为预先设定的稀疏度。

１．２　双重稀疏字典

双重稀疏字典模型［５］假设字典 Ｄ的每个原
子都可以由核心字典Φ稀疏表示，即

Ｄ＝ΦＡ （４）
其中Ａ为原子表示矩阵。文献［５］中以冗余

ＤＣＴ作为核心字典，并且限定 Ａ为稀疏矩阵。文
献［６］中为了得到多尺度字典，采用小波作为核
心字典，但是舍弃了Ａ为稀疏矩阵的限制。

图像变换编码经验表明，信号通过离散余弦

变换（ＤＣＴ）后，前几行变换系数非常大，而后面的
系数非常小。离散小波变换与ＤＣＴ略有不同，主
要区别在于：（１）小波变换具有多尺度结构；（２）
小波变换大幅值系数个数通常更少，且这些系数

并不一定位于“前面”几行；（３）小波变换后图像
的几何方向特征基本不变。

为了更好地表示图像的几何方向信息，本文

以小波作为核心字典，限定 Ａ为稀疏矩阵，并且
改进了文献［６］中的小波系数组织结构。

１．３　小波域字典学习

以小波作为核心字典，双重稀疏字典学习的

数学模型可以表述成如下最优化问题［６］：

ａｒｇｍｉｎ
Ａ，Ｘ
‖Ｙ－ＷｓＡＸ‖

２
Ｆ，ｓ．ｔ．‖ｘｉ‖０≤ｑ０，ｉ

（５）
其中Ｗｓ代表小波字典（小波逆变换）。如果

小波变换满足完全重构条件，即 Ｗｓ可逆，则最优
化问题（５）等价于
ａｒｇｍｉｎ
Ａ，Ｘ
‖ＷａＹ－ＡＸ‖

２
Ｆ，ｓ．ｔ．‖ｘｉ‖０≤ｑ０，ｉ

（６）
其中Ｗａ代表小波分解（小波变换）。
由式（５）和（６）可以看出，采用小波作为核心

字典，双重稀疏字典学习模型可以转化为小波域

字典学习模型。

２　小波域双重稀疏字典构造

小波变换在一定程度上可以实现图像的稀疏

表示，但是小波系数之间仍然存在较强的相关性。

小波域双重稀疏字典的引入旨在进一步消除小波

系数的相关性。

２．１　同方向子带联合方法

一幅图像经三层小波分解后形成１０个子带，
如图１所示。所有子带按照频率由低到高形成树
状结构。每个小波系数对应一个结点。树根为最

低频子带的结点，它有３子分别位于３个次低频
子带的相应位置。其余子带的结点都有４子位于
高一级子带的相应位置。基于这一结构的小波嵌

入式零树编码（ＥＺＷ）、多级树集合分裂算法
（ＳＰＩＨＴ）等，在 ＪＰＥＧ２０００标准形成之前一度成
为图像压缩领域的研究热点。

除去最低频子带，所有的高频子带按小波基

函数的方向性可以分为三组。所有的 ＨＬ子带主
要包含竖直向特征，ＬＨ子带主要包含水平向特
征，而ＨＨ子带则主要包含对角向特征。同方向
子带小波系数具有很强相关性。如果在某一尺度

上小波系数较大，则在其相邻尺度上同一空间位

置上的小波系数往往也较大。

以次低频子带小波系数为根结点，并将其所

有后代结点组合在一起构成的向量，我们称之为

·７２１·
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零树向量。图 １中，同方向子带 ＨＬ３、ＨＬ２、ＨＬ１
中的每个最小的方格代表一个小波系数。将ＨＬ３
子带的每个系数和它的所有后代结点组合在一

起，构成一个２１维向量。对 ＬＨ子带和 ＨＨ子带
进行类似处理，最终将图像空间域中大小为８×８
的图像块（６４维）分解成小波域中三个２１维高频
分量和一个１维低频分量（位于最低频子带）。

图１　三层小波分解子带及零树结构
Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｓｕｂｂａｎｄｓｗｉｔｈｔｈｒｅｅ

ｌｅｖｅｌｓａｎｄｚｅｒｏｔｒｅｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

这种小波系数重组方式的优势有两点：一是

约简了维数，将高维信息化解成低维信息；二是将

复杂的图像特征进行了初步分解，得到一个低频

分量和三个带有方向性的高频分量，便于有针对

性地进行处理。

小波域字典学习中，对最低频子带不做处理；

对所有高频子带，按零树向量重组小波系数，得到

三个训练样本集。分别对三个训练样本集进行字

典学习，得到三组方向字典。

设Ｚｒ（ｒ＝１，２，３）的每一列对应一个零树向量，
小波域字典学习可表述为求解如下最优化问题：

ａｒｇｍｉｎ
Ａｒ，Ｘｒ

‖Ｚｒ－ＡｒＸｒ‖２Ｆ，　ｓ．ｔ．

ｉ，‖ｘｒｉ‖０≤ｑ０，ｒ＝１，２，３ （７）
值得注意的是，小波域系数组织方式相比图像

空间域更加灵活，可以有其他多种组合方式。例如

文献［６］也在小波域进行字典学习，每个子带单独
生成训练样本集，三层小波分解形成１０个训练样
本集，通过学习得到１０组字典。小波系数分布规
律一般是越往低频子带系数幅值越大，包含的信息

越多；而越往高频子带系数幅值越小，包含的信息

越少，因此高频子带字典容易产生过度拟合。

２．２　平移不变性

二维张量积小波的缺陷之一是不具备平移不

变性。因为小波变换每一层都要经过下采样，小

波系数对图像平移比较敏感。图像空间平移可能

引起小波系数剧烈变化。文献［６］将各子带划分
成小块，块与块之间可以重叠。但是子带内部块

与块的重叠并不能弥补图像平移的影响。

为了消除小波平移不变性缺失带来的不利影

响，我们先在空间域对训练图像进行有重叠的分

块，然后对所有分块图像做小波变换，最后将小波

系数按零树向量重组生成训练样本集。

２．３　小波域字典学习算法

终上所述，小波域跨尺度字典学习算法描述

如下：

（１）输入。训练图像集。
（２）设定参数。小波变换图像块的大小 ｍ×

ｍ，小波滤波器系数，小波分解的层数Ｌ，三组高频
字典的原子个数（Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３），字典稀疏度 ｐ０，信
号稀疏度ｑ０，训练迭代次数Ｊ。

（３）根据小波分解的层数 Ｌ计算零树向量的
维数ｎ。

（４）生成训练样本集。对每幅训练图像，将
图像划分成重叠的大小为ｍ×ｍ的图像块。每个
图像块先做小波变换，然后分别对三个方向高频

子带按零树向量重组小波系数。每个方向的所有

零树向量合在一起构成该方向训练样本集，由此

得到三个训练样本集Ｚ１，Ｚ２，Ｚ３。
（５）字典初始化。
（６）对ｒ＝１，２，３，重复以下迭代步骤①②，

直至Ｊ次：
① 稀疏编码。固定字典 Ａｒ，用 ＯＭＰ算法计

算系数矩阵。

② 字典更新。固定系数矩阵，对字典 Ａｒ的
每一列ａｒｋ：

 搜索样本集中用到该原子的样本，得到下
标集ωｋ＝ ｉｘ

ｋ
ｉ≠０，１≤ｉ≤{ }Ｎ；

 计算残差矩阵Ｅｋ ＝Ｙ
ｒ－∑

ｊ≠ｋ
ａｒｊｘｊ；

 选取矩阵Ｅｋ对应于下标集ωｋ的各列，得
到矩阵ＥＲｋ；

 对 ＥＲｋ做奇异值分解 Ｅ
Ｒ
ｋ＝ＵＳＶ

Ｔ，取 Ｕ的
第１列，保留最大的ｐ０个分量，其余分量置为零，
作为新原子 ａｒｋ，将 Ｖ的第１列乘以 Ｓ（１，１）作为
新系数ｘｋ。

（７）输出。代表不同方向特征的三组方向字
典Ａｒ（ｒ＝１，２，３）。

２．４　图像分解与重构

通过小波域跨尺度字典学习算法得到三组方

·８２１·
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向字典后，即可对图像进行分解与重构。图像分

解步骤如下：

（１）对测试图像做无冗余小波分解，小波滤
波器系数和分解层数与字典学习算法中设定的参

数相同。

（２）保留最低频子带小波系数；对于高频子带
小波系数，将其分成三个方向按零树结构进行重组。

（３）使用 ＯＭＰ算法分别对三个方向的零树
向量进行字典分解，得到三个稀疏系数矩阵。三

个系数矩阵与最低频子带小波系数共同构成图像

的稀疏表示系数。

图像重构步骤如下：

（１）将三个方向的高频字典分别与对应的系
数矩阵相乘，得到三个方向的零树向量矩阵。

（２）将零树向量重组还原成小波高频子带结构，
与最低频子带小波系数共同构成完整的小波子带。

（３）做小波逆变换，得到重构图像。

３　图像压缩仿真实验与结果分析

图像压缩是检验图像稀疏表示效果的有效手

段［１１－１２］。另一方面，基于超完备字典的图像稀疏

表示依赖于特定的字典，一般不存在对所有类型

图像都适用的字典［１２］。为了检验小波域跨尺度

字典学习算法及图像双重稀疏表示模型的有效

性，我们将其应用于遥感图像有损压缩，并与

ＪＰＥＧ２０００压缩标准进行比较。
３．１　图像压缩编码方案与码流分配
　　图像有损压缩的目标是在给定码率下使得压
缩图像失真最小。通常情况下，图像纹理区域包

含的信息量较多，而平坦区域包含的信息量较少，

因此有必要为每个零树向量分配不同的稀疏表示

系数个数。因为小波变换保持能量不变，所以压

缩码流分配可以直接在小波域进行。

令Ｚｒ（ｒ＝１，２，３）表示零树向量构成的矩阵，
Ｚ０表示小波变换最低频子带系数，码流分配可以

描述为求解如下优化问题：

ｍｉｎ
Ｑ∑

３

ｒ＝１
‖Ｚｒ－Ａｒ·Ｑ（Ｘｒ）‖２Ｆ

　 ＋‖Ｚ０－Ｑ（Ｚ０）‖２Ｆ，　ｓ．ｔ．

　Ｒ（Ｑ（Ｘｒ））＋Ｒ（Ｑ（Ｚ０））≤Ｒ０ （８）
其中Ｑ（·）表示量化编码后的系数，Ｒ（·）

表示无损编码所需码流长度，Ｒ０为预先设定的最
大码流长度。

直接求解式（８）比较困难。尽管如此，图像
分解过程中ＯＭＰ算法每次迭代只增加一个非零
系数，并计算残差。因此压缩实验中 Ｒ（·）近似
取为非零系数个数，直接比较残差即可优化零树

向量之间的非零系数个数分配。

图像编码过程中，可以认为字典和各项参数

已知，不需要编码。需要编码的信息包括最低频

子带Ｚ０和三个稀疏系数矩阵 Ｘｒ（ｒ＝１，２，３）。
将Ｚ０一致量化后采用算术编码。Ｘｒ中非零系数
个数、位置和系数值分开编码，非零系数个数和位

置采用 Ｈｕｆｆｍａｎ编码，系数值通过一致量化后采
用算术编码。

３．２　实验结果

实验中，小波滤波器选用 ＪＰＥＧ２０００中推荐
的ＣＤＦ９／７双正交小波，小波分解的层数设定为
５层，对应的零树向量维数为３４１，最低频子带系
数个数占小波系数总数的１／１０２４。

选取１０幅不同空间分辨率、包含不同细节和
纹理特征的遥感图像作为训练图像集。图像位深

８比特，图像大小均截取为１０２４×１０２４。小波变
换图像块的尺寸设定为５１２×５１２，三个方向字典
规模均设定为１０２４，字典稀疏度设定为１７０，信号
稀疏度设定为１７。使用小波域跨尺度字典学习
算法得到三个方向字典，其中部分原子如图２所
示。从图２中可以看出：竖直向的字典基本保持
了竖直向细节特征，而且比小波基函数拥有更多

（ａ）竖直向字典　　　　　（ｂ）水平向字典　　　　　　　（ｃ）对角向字典
图２　三个方向字典的部分原子

Ｆｉｇ．２　Ｐａｒｔｉａｌａｔｏｍｓｏｆｔｈｅｔｈｒｅｅｌｅａｒｎｅｄｓｕｂｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓ
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的方向；水平向的字典与之类似；因为二维张量积

小波变换不能区分正负４５°特征，所以对角向的
字典正负４５°特征仍然混叠在一起。
　　另选１０幅遥感图像作为测试图像进行压缩
实验，图像位深、大小与训练图像相同。首先进行

图像的Ｍ项逼近误差实验，并与小波变换和文献
［６］中的字典生成方法进行比较。综合测试结果
如图３所示，其中横坐标为保留的非零系数个数
与测试图像总像素数之比，纵坐标为所有测试图

像峰值信噪比（ＰＳＮＲ）的平均值。从图３中可以
看出，本文的方法在较低比率时（３％以下）优势
比较明显。

图３　Ｍ项逼近的峰值信噪比
Ｆｉｇ．３　ＴｈｅＰＳＮＲｏｆＭｔｅｒｍａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

根据主观判读经验，高分辨率遥感图像在压

缩码率大于１ｂｐｐ（比特每像素）时，图像失真基本
不影响判读，而码率小于０．５ｂｐｐ后，基于小波的
ＪＰＥＧ２０００压缩算法难以满足判读需求。采用峰

值信噪比客观评价压缩效果。表１列出了每幅图
像在０．５ｂｐｐ码率压缩后的峰值信噪比。从中可
以看出，本文中的压缩方法ＰＳＮＲ比ＪＰＥＧ２０００平
均高出约０．４ｄＢ。

表１　压缩图像ＰＳＮＲ（单位：ｄＢ）
Ｔａｂ．１　ＴｈｅＰＳＮＲｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｉｍａｇｅｓ（ｄＢ）

测试图像 ＪＰＥＧ２０００ 文压缩结果

０１ ３５．５１ ３５．５７

０２ ３２．７０ ３３．１２

０３ ３３．５２ ３４．０７

０４ ３０．１３ ３０．６５

０５ ３４．４９ ３４．８４

０６ ２４．８８ ２５．５１

０７ ３０．７６ ３１．２６

０８ ２８．３６ ２８．７４

０９ ３１．８６ ３２．３５

１０ ２７．１６ ２７．６３

平均 ３０．９３７ ３１．３７４

　　为了更直观地比较遥感图像压缩效果，图４
显示了测试图像及压缩图像局部放大的结果，压

缩码率为０．５ｂｐｐ。观察图像中具有较强方向特
征的目标，例如位于图像正中的吊车阴影、位于图

像右半部的海岸线等，可以看出本文压缩方法能

够更好地保持方向特征，压缩图像细节保持效果

优于ＪＰＥＧ２０００。这主要得益于本文采用的小波
域跨尺度方向字典，相比 ＪＰＥＧ２０００采用的二维
张量小波，具有更丰富的方向特征。

　　（ａ）测试图像局部放大　　　　　 （ｂ）ＪＰＥＧ２０００压缩（０．５ｂｐｐ）　　　　　（ｃ）本文压缩方法（０．５ｂｐｐ）
图４　测试图像与压缩图像局部放大

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｍａｇｎｉｆｉｅｄｐａｒｔｓｏｆｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅａｎｄｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｉｍａｇｅｓ

　　综合以上实验结果可以看出，在遥感图像压
缩应用中，本文压缩方法在客观压缩指标和主观

判读视觉效果都有一定的优势。我们认为，图像

压缩效果的提升主要归功于双重稀疏表示模型和

小波零树结构。这也验证了本文提出的小波域字

典构造方法是有效的，得到了比较好的图像稀疏

表示效果。尽管如此，仿真实验中的压缩方法计

算复杂度和存储开销都大大高于ＪＰＥＧ２０００，因此
也限制了其应用范围。

·０３１·
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４　结　论

本文将双重稀疏编码和小波零树结构结合，

构造了一种新的结构化字典，为图像稀疏表示提

供了一种新的思路和方法。遥感图像压缩实验表

明，这种结构化字典能够好地保持图像的方向特

征，在一定程度上弥补了二维张量小波方向性的

缺失，在低码率压缩中取得优于 ＪＰＥＧ２０００的效
果。此外，本文的字典构造方法具有较好的通用

性，可以和基于小波的几何多尺度分析工具很好

地结合，并应用于图像压缩、去噪等图像处理

问题。
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