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摘　要：针对基于乘性误差四元数的 ＥＫＦ姿态确定技术，系统研究了姿态敏感器常用的欧拉角观测模
型，从两个方面证明了目前许多文献中所构造的欧拉角误差相对于误差四元数矢部的测量灵敏度矩阵存在

缺陷，从理论上剖析了这一问题的成因，并推导了正确的测量灵敏度矩阵形式，数值仿真进一步验证了本文

的结论。
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　　航天器上应用的姿态敏感器种类很多，这些
敏感器通常可将其测量值转换为单位矢量形式，

进而可利用基于矢量观测的姿态确定方法来获取

航天器的姿态，这类问题一般可归结为 Ｗａｈｂａ问
题［１］。倘若姿态敏感器的数据处理单元利用这

些观测矢量直接求解出当前姿态信息，并以欧拉

角或四元数形式作为测量输出，那么对于该敏感

器而言，它的观测量可认为是欧拉角或四元数。

因此，常用的姿态敏感器观测模型包括矢量观测

模型、四元数观测模型和欧拉角观测模型。

目前，乘性扩展卡尔曼滤波［２－３］（Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ
ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＭＥＫＦ）技术常被用于航
天器实时姿态确定，其基本思想是估计无约束的

三分量姿态误差参数并利用四元数乘法为航天器

提供全局非奇异姿态描述。通常，可选取两倍的

误差四元数矢部用来描述姿态误差矢量，或者直

接对误差四元数矢部进行估计，对于这类常见的

乘性误差四元数的ＥＫＦ姿态确定问题，在对其观
测方程线性化时往往需要计算姿态敏感器测量值

相对于误差四元数矢部的测量灵敏度矩阵。针对

姿态敏感器常用的欧拉角观测模型，大多数文献

认为其构造的姿态角测量残差与乘性误差四元数

矢部的关系是一个两倍关系，但经研究发现该测

量灵敏度矩阵存在不合理性。

１　姿态确定状态方程

１．１　姿态描述与运动学方程

目前，最常用的姿态参数是姿态四元数［１２］，

其优点是用其表示的姿态运动学方程为线性形

式，计算量小，且不存在奇异性。四元数是一个四

维矢量，定义为 ｑ＝ Ｔｑ[ ]４
Ｔ，其中 ≡ ｑ１ｑ２ｑ[ ]３

Ｔ

＝ｅｓｉｎ ( )２ ，ｑ４＝ｃｏｓ( )２ ，这里，ｅ为单位欧拉旋
转轴，为旋转角，且四元数满足正交性约束条件
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ｑ＝１。姿态矩阵可用四元数描述为［１３］
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２４

＝ ｑ２４－ ( )２Ｉ３×３＋２Τ－２ｑ４ [ ]× （１）
式中，Ｉ３×３是３×３的单位阵，[ ]× 是反对称阵，
有如下形式

[ ]×≡

０ －ｑ３ ｑ２
ｑ３ ０ －ｑ１
－ｑ２ ｑ１









０

（２）

四元数另外一个优点是连续的姿态旋转可用

四元数乘法描述，即 ( ) ( )Ａ ｑ′Ａ ｑ ＝Ａｑ′( )ｑ。其
中，符号“”表示四元数乘法，满足

ｑ′ｑ≡
ｑ′４＋ｑ４′－′×
ｑ′４ｑ４－′·[ ]

（３）

定义从惯性系到航天器体系的四元数为 ｑ，
则四元数运动学方程为

ｑ＝１２
ω[ ]０ｑ （４）

其中，ω为体系中定义的惯性角速度矢量。

１．２　姿态误差矢量的动力学模型

ＭＥＫＦ通常以四元数乘积形式对真实姿态进
行描述，即［１４］

ｑ＝δｑΔ( )ｑ^ （５）
其中，^ｑ为估计四元数，δｑΔ( )为四元数真值 ｑ
与四元数估值 ｑ^之间的误差四元数，可用三分量
矢量Δ描述。事实上，Δ为航天器体坐标系下
定义的姿态误差矢量，它可用多种参数进行描述，

如无穷小旋转矢量［１５］，两倍的四元数矢部［２］，两

倍的罗德里格（Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ）参数或吉布斯（Ｇｉｂｂｓ）
向量［３］，四倍的修正罗德里格参数［１６］等。根据小

角近似条件可以得到

δｑΔ( )≈

Δ
２

１－Δ
２











８

（６）

以及姿态误差矩阵

Ａ（δｑ）≈Ｉ３×３－ Δ[ ]× （７）
假设航天器的惯性姿态角速度通过陀螺仪测

量得到，采用如下测量模型

珟ω＝ω＋β＋ηυ

β
·＝ηｕ （８）

其中，珟ω是陀螺的测量输出，β是漂移量，ηυ和 ηｕ
是独立的零均值高斯白噪声过程。

线性化Ｂｏｒｔｚ方程可得到姿态误差矢量的动
力学模型［１５］

Δ＝－ ω^[ ]×Δ－ Δβ＋η( )υ （９）
若用两倍的误差四元数矢部对姿态误差矢量

Δ进行描述，则式（７）和（９）可分别转化为
Ａδ( )ｑ≈Ｉ３×３－２Δ[ ]× （１０）

Δ
·＝－［^ω×］Δ－１２（Δβ＋ηυ） （１１）

选取误差状态变量 Δｘ≡ ΔＴΔβ[ ]Ｔ Ｔ，可得有

陀螺姿态确定系统的误差状态方程

Δｘ＝ＦΔｘ＋Ｇｗ （１２）
其中

Ｆ＝
－ ω^[ ]× －１２Ｉ３×３

０３×３ ０







３×３

（１３）

Ｇ＝
－１２Ｉ３×３ ０３×３

０３×３ Ｉ







３×３

（１４）

ｗ≡
ηυ
η[ ]
ｕ

（１５）

２　欧拉角观测模型

目前，工程上应用的姿态敏感器种类很多，如

三轴磁强计、太阳敏感器和地平仪等，常用的观测

模型包括矢量观测模型，四元数观测模型和欧拉

角观测模型。本文主要研究欧拉角观测模型，在

定义了从惯性系到体系的欧拉角转序后，可利用

姿态敏感器的数据处理单元直接计算出三个姿态

角作为测量输出。通常，定义姿态敏感器的测量

残差为其测量输出与估计输出之差，即

Δ珟
Δ珘ψ
Δ珘









φ
＝

珟
珘ψ
珘









φ
－

^

ψ^

φ











^

＝
Δ
Δψ
Δ









φ
＋

ｖ
ｖψ
ｖ









φ

（１６）

式中，珘φ，珟，珘ψ为姿态角的测量输出，φ^，^，ψ^为姿
态角的估计输出，Δ珘φ，Δ珟，Δ珘ψ为姿态敏感器的测
量残差，ｖφ，ｖ，ｖψ为相应的测量噪声。

本文以常见的“３１２”欧拉角转序为例，依次
旋转的欧拉角为 φ，，ψ，对应称为偏航角、滚转
角、俯仰角。在建立式（１６）中的测量残差与乘性
误差四元数矢部的关系时，国内不少文献［４－７］建

立了如下观测方程

Δ
Δψ
Δ









φ
＝
２ ０ ０
０ ２ ０









０ ０ ２

Δｑ１
Δｑ２
Δｑ









３

（１７）

·５８·
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值得注意的是，方程（１７）的右边实际上就是
姿态误差矢量，而上式却将欧拉角误差（这里指

欧拉角测量残差的真值部分）等同于姿态误差矢

量，故方程（１７）是不正确的，下面将从两个方面
予以证明。

２．１　证明方法１

假设 φ^，^，ψ^为姿态角的估值，Δφ，Δ，Δψ
为相应的欧拉角误差，那么对应于式（５）可用姿

态角描述如下

Ｍ２ ψ^＋Δ( )ψＭ１ ^＋Δ( )Ｍ３ φ^＋Δ( )φ

＝Ａδ( )ｑＭ２ ψ( )^Ｍ１ ( )^Ｍ３ φ( )^ （１８）

式中，Ｍ１( )· ，Ｍ２( )· ，Ｍ３( )· 为分别绕 ｘ，ｙ，ｚ
轴的坐标转换矩阵，Ａ δ( )ｑ为姿态误差矩阵，则将
式（１８）展开并忽略二阶小量后可得

Ａδ( )ｑ≈

１ Δφｃｏｓ^ｃｏｓψ^＋Δｓｉｎψ^ －Δφｓｉｎ^－Δψ

－Δφｃｏｓ^ｃｏｓψ^－Δｓｉｎψ^ １ －Δφｃｏｓ^ｓｉｎψ^＋Δｃｏｓψ^

Δφｓｉｎ^＋Δψ Δφｃｏｓ^ｓｉｎψ^－Δｃｏｓψ^











１

（１９）

另一方面，根据式（７）可得
　　Ａδ( )ｑ≈Ｉ３×３－ Δ[ ]×

＝

１ Δ３ －Δ２
－Δ３ １ Δ１
Δ２ －Δ１









１

（２０）

对比式（１９）和（２０）可得

Δ＝
Δ１
Δ２
Δ









３

＝

－ｃｏｓ^ｓｉｎψ^ ｃｏｓψ^ ０

ｓｉｎ^ ０ １

ｃｏｓ^ｃｏｓψ^ ｓｉｎψ^











０

Δφ
Δ
Δ







ψ

（２１）
对式（２１）求逆可进一步得

Δφ
Δ
Δ







ψ
＝

－ｓｉｎψ^ｓｅｃ^ ０ ｃｏｓψ^ｓｅｃ^

ｃｏｓψ^ ０ ｓｉｎψ^

ｓｉｎψ^ｔａｎ^ １ －ｃｏｓψ^ｔａｎ











^

Δ

（２２）
由关系式Δ＝２Δ可得测量残差与误差四

元数矢部的关系为

Δφ
Δ
Δ







ψ
＝２

－ｓｉｎψ^ｓｅｃ^ ０ ｃｏｓψ^ｓｅｃ^

ｃｏｓψ^ ０ ｓｉｎψ^

ｓｉｎψ^ｔａｎ^ １ －ｃｏｓψ^ｔａｎ











^

Δｑ１
Δｑ２
Δｑ









３

（２３）

２．２　证明方法２

另一方面，从欧拉运动学方程出发，可得

ω＝Ｍ φ，，( )ψ

φ
·


·

ψ













·

（２４）

其中，φ，，ψ 为 依 次 旋 转 的 欧 拉 角，Ｍ
φ，，( )ψ是关于φ，，ψ的函数矩阵，其形式由欧
拉角转序决定。从变化率的角度出发，根据方程

（２４）可得姿态误差矢量与欧拉角误差的关系式

Δ＝Ｍ φ，，( )ψ
Δφ
Δ
Δ









ψ

（２５）

对于“３１２”的欧拉角转序而言，式（２４）中的
函数矩阵Ｍ３１２ φ，，( )ψ为

　Ｍ３１２ φ，，( )ψ ＝
－ｃｏｓｓｉｎψ ｃｏｓψ ０
ｓｉｎ ０ １

ｃｏｓｃｏｓψ ｓｉｎψ









０
（２６）

对比式（２６）和（２１）可以发现，这两种证明方
法的结论是一致的，于是，可得欧拉角的测量残差

相对于误差状态量Δｘ的测量灵敏度矩阵为
Ｈ＝ ＨΔ　０[ ]３×３ （２７）

其中

　ＨΔ＝２Ｍ
－１
３１２ φ^，^，ψ( )^

＝２

－ｓｉｎψ^ｓｅｃ^ ０ ｃｏｓψ^ｓｅｃ^

ｃｏｓψ^ ０ ｓｉｎψ^

ｓｉｎψ^ｔａｎ^ １ －ｃｏｓψ^ｔａｎ











^

（２８）

２．３　理论分析

事实上，若用“３１２”转序的欧拉旋转角小量
Δφ′，Δ′，Δψ′描述式（７）中的姿态误差矩阵Ａ，则
对应于式（５）又可描述成如下形式

Ｍ２ ψ^＋Δ( )ψＭ１ ^＋Δ( )Ｍ３ φ^＋Δ( )φ

＝Ａ３１２ Δφ′，Δ′，Δψ( )′Ｍ２ ψ( )^Ｍ１ ( )^Ｍ３ φ( )^

（２９）

·６８·
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式中，φ^，^，ψ^为姿态角的估值，Δφ，Δ，Δψ为相
应的欧拉角误差，忽略 Ａ３１２ Δφ′，Δ′，Δψ( )′中的
高阶小量后可得

Ａ３１２ Δφ′，Δ′，Δψ( )′＝Ｍ２ Δψ( )′Ｍ１ Δ( )′Ｍ３ Δφ( )′

≈
１ Δφ′ －Δψ′
－Δφ′ １ Δ′
Δψ′ －Δ′









１
（３０）

对比式（３０）和（１０）可以发现，这里的欧拉旋
转角小量与误差四元数矢部存在如下关系

Δ′
Δψ′
Δφ









′
＝
２ ０ ０
０ ２ ０









０ ０ ２

Δｑ１
Δｑ２
Δｑ









３

（３１）

显然，从式（２９）中可以看出欧拉旋转角小量
Δφ′，Δ′，Δψ′与欧拉角误差 Δφ，Δ，Δψ是两个
不同的概念，理论上前者是不可能被测量的，而构

造的欧拉角测量残差提供的是后者的测量值，只

有在极限情况 φ^＝０，^＝０，ψ^＝０时，这二者才会
相等，其他任何时候它们都是两个不同量。

文献［４－１１］中之所以得到形如式（１７）的观
测方程，其理论基础是利用四元数与欧拉角的转

换关系以及小量近似条件得到一组欧拉角小量与

四元数矢部的关系。过程如下：对于“３１２”欧拉
角转序，欧拉角与四元数之间的转换关系为

＝ａｒｃｓｉｎ２ｑ２ｑ３＋ｑ１ｑ( )[ ]４

ψ＝ａｒｃｔａｎ
－２ｑ１ｑ３－ｑ２ｑ( )４
－ｑ２１－ｑ

２
２＋ｑ

２
３＋ｑ[ ]２

４

φ＝ａｒｃｔａｎ
－２ｑ１ｑ２－ｑ３ｑ( )４
－ｑ２１＋ｑ

２
２－ｑ

２
３＋ｑ[ ]２

４
（３２）

当φ，，ψ为小角度时，有如下近似关系：
≈２ｑ１，ψ≈２ｑ２，φ≈２ｑ３，ｑ４≈１ （３３）

文献［４－１１］正是由于受到式（３３）的影响，
才建立出如式（１７）的姿态角测量残差与误差四
元数矢部的关系。值得注意的是，从式（３３）中近
似得到的实际上是一组欧拉角小量，是一组能够

用于描述坐标系连续旋转的欧拉角，如姿态误差

矩阵Ａ；而根据式（１８）或（２９）可以看出欧拉角误
差（欧拉角测量残差的真值）Δφ，Δ，Δψ并不是
一组有意义的能够描述坐标系连续旋转的欧拉

角。因此，不能够因为欧拉角的测量残差通常比

较小，就把欧拉角误差与一组描述坐标系连续旋

转的欧拉角小量等同。另外，从坐标系转换的过

程来看，欧拉角测量残差Δφ，Δ，Δψ理应产生于
旋转瞬时的坐标系中，如图１所示，因此，可通过

欧拉角速率 φ
·
，
·
，ψ
·
对 Δｔ积分得到，这也是证

明方法２的基本思路。

图１　坐标系转换示意图
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

另外，若定义欧拉角列向量为 θ＝[ ]φψＴ，

则由式（２８）可得欧拉角估计误差的方差阵为
Ｐθθ＝４Ｍ

－１
３１２Ｐ Ｍ

－１( )３１２
Ｔ （３４）

分析可知，Ｐ是相对独立的，而Ｐθθ大小则依
赖于函数矩阵 Ｍ，因此非常大的 Ｐθθ并不代表姿
态估计误差很大，对于某些特定的欧拉角来说，Ｍ
阵甚至可能是奇异的，此时 Ｐθθ为无穷大，而姿态
估计误差有可能很小，利用该公式在进行滤波时

可实时计算欧拉角估计误差的３σ边界。对于仅
能观测两个姿态角的姿态敏感器，如红外地平仪，

其姿态角测量残差与误差四元数矢部的关系均为

上述观测模型的特例，因此，文献［８－１１］中的地
平仪测量模型也是不合理的。

３　仿真分析

仿真条件：陀螺仪常值漂移为５°／ｈ，角度随机
游走συ＝５×１０

－５ｒａｄ／ｓ１／２，漂移斜率随机游走σｕ＝
１×１０－１０ｒａｄ／ｓ３／２，输出频率为１００Ｈｚ；欧拉角测量噪
声均方差为２０″，输出频率为１Ｈｚ；航天器的惯性姿
态角速度为ω＝ ０．００１　０．００１　－０．[ ]００１Ｔｒａｄ／ｓ，
航天器相对于惯性系的姿态角定义采用“３１２”转
序，偏航角、滚动角、俯仰角初始偏差分别为１０°、
－１０°、１０°。陀螺常值漂移的初始估值 β^（０）＝
［０００］Ｔ，滤波变量初值 Δ^ｘ( )０ ＝［００００００］Ｔ，
仿真时间１００ｓ。本节针对第２节中两种欧拉角观
测方程进行仿真分析，其中，图２为采用正确的观
测方程（式（２３））的姿态角估计误差曲线图，图３
为采用错误的观测方程（式（１７））的姿态角估计
误差曲线图。

从仿真结果可以看出，只有采用正确的观测

方程，才能进行准确的姿态估计，而采用错误的观

测方程，并不能够有效地进行航天器姿态确定，进

一步验证了本文关于欧拉角测量模型的结论。

·７８·
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图２　姿态角估计误差曲线图（正确的观测方程）
Ｆｉｇ．２　Ａｔｔｉｔｕｄｅｅｒｒｏｒ（ｃｏｒｒｅｃｔｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎ）

图 ３　姿态角估计误差曲线图（错误的观测方程）
Ｆｉｇ．３　Ａｔｔｉｔｕｄｅｅｒｒｏｒ（ｆａｌｓｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｑｕａｔｉｏｎ）

４　结论

本文研究了以“陀螺 ＋姿态敏感器（欧拉角
观测模型）”为配置模式的航天器姿态确定问题，

主要结论如下：

（１）利用两种不同方法证明了目前许多文献
中基于欧拉角观测模型所构造的测量灵敏度矩阵

存在不合理性，并推导了正确的测量灵敏度矩阵；

（２）从理论上剖析了这一错误（欧拉角误差
等同于姿态误差矢量）产生的成因，并利用数值

仿真进一步验证了本文关于欧拉角测量模型的结

论，并且该结论同样适用于无陀螺姿态确定系统。
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