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基于 ＤＦＴ系数极值的单频信号频率的高精度迭代估计方法
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摘　要：提出了一种基于ＤＦＴ系数极值的单频信号频率的高精度迭代估计方法，该方法根据ＤＦＴ谱线使
用截弦法解算ＤＦＴ系数极值所在谱线的位置，进而估计单频信号频率。在估计过程中，直接对ＤＦＴ幅度最大
的谱线进行小数频移以获得新的谱线，从而减少频率采样间隔提高估计精度；同时通过迭代估计消除频率依

赖性，提高估计性能。仿真结果表明该方法的频率估计精度在任意频率处均接近于克拉美罗下限，其运算量

为Ｎｌｏｇ２Ｎ＋４Ｎ次复乘法运算，仅比传统的基于 ＤＦＴ插值的估计算法增加４Ｎ次复乘法运算，其中 Ｎ为 ＤＦＴ
运算时所采用的数据点数。
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　　单频信号频率估计是通信、雷达、导航、声呐
以及电子对抗等领域信号处理中的一个重要问

题，单频信号频率的估计方法有很多，人们通过各

种近似和对条件的约束，衍生出不同类别的频率

估计算法，主要有基于信号相位［１－２，９］、基于信号

自相关函数［３］以及基于信号 ＤｉｓｃｒｅｔｅＦｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ（ＤＦＴ）插值的估计方法［４－８］，其中基于

ＤＦＴ插值的估计方法可以利用 ＦａｓｔＦｏｕｒｉｅｒ
Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ（ＦＦＴ）实现快速处理，在单频信号估计
领域得到了广泛的应用。单频复信号模型及ＤＦＴ
表达式分别如下述两式所示：

ｘ（ｎ）＝Ａｅｊ
２πｎｆ
ｆｄ
＋( )θ ＋ｗ（ｎ），ｎ＝０，１，２，…，Ｎ－１

（１）

Ｘ（ｋ）＝Ａｅｊθ∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｅｊ２πｎ

ｆ
ｆｄ
－ｋ( )Ｎ ＋Ｗ（ｋ） （２）

其中Ａ为信号幅度，ｆ为信号真实频率，ｆｓ为采样
频率，Ｎ为信号长度，ｗ（ｎ）＝ｗｃ（ｎ）＋ｊｗｓ（ｎ）为
复高斯白噪声，ｗｃ（ｎ）和ｗｓ（ｎ）是方差为σ

２／２的
不相关高斯白噪声，信号信噪比定义为 ＳＮＲ
＝Ａ２／σ２。
基于ＤＦＴ插值的估计方法的频率估计器的

一般表达式可以写为式（３）：
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ｆ＝
（ｋｐ＋δ）ｆｓ
Ｎ （３）

其中 ｋｐ为信号 ＤＦＴ幅度最大值的下标，
－０５≤δ≤０５为真实频率距离ＤＦＴ谱线的最
小间隔，不同的ＤＦＴ插值估计方法，δ的估计表达
式各不相同，目前已有大量基于ＤＦＴ插值的估计
方法被提出。

Ｒｉｆｅ在文献［７］中利用 ＤＦＴ幅度最大值和
ＤＦＴ幅度的次大值估计信号频率，其估计器表达
式如下：

δ＝

Ｘ（ｋｐ＋１）
Ｘ（ｋｐ＋１）＋ Ｘ（ｋｐ）

， Ｘ（ｋｐ＋１） ＞ Ｘ（ｋｐ－１）

－ Ｘ（ｋｐ－１）
Ｘ（ｋｐ－１）＋ Ｘ（ｋｐ）

， Ｘ（ｋｐ＋１）≤ Ｘ（ｋｐ－１









 ）

（４）
Ｑｕｉｎｎ在文献［５］中利用ＤＦＴ幅度最大值所

在谱线以及邻近谱线估计信号频率，其估计器表

达式为：

δ＝
δ２，δ１ ＞０，δ２ ＞０

δ１，
{

其他
（５）

其中：

δ１ ＝
Ｒｅ［Ｘ（ｋｐ－１）／Ｘ（ｋｐ）］
１－Ｒｅ［Ｘ（ｋｐ－１）／Ｘ（ｋｐ）］

（６）

δ２ ＝
－Ｒｅ［Ｘ（ｋｐ＋１）／Ｘ（ｋｐ）］
１－Ｒｅ［Ｘ（ｋｐ＋１）／Ｘ（ｋｐ）］

（７）

为提高频率估计精度，Ｑｕｉｎｎ在文献［６］中改
进了上述估计方法，其频率估计器δ为δ１和δ２的
非线性组合：

δ＝
δ１＋δ２
２ －κ（δ２１）＋κ（δ

２
２） （８）

其中：

　　　κ（ｘ）＝１４ｌｏｇ２ｘ
２＋６ｘ＋( )１

　 －槡６２４ｌｏｇ
ｘ＋１－
槡
２
３

ｘ＋１＋
槡










２
３

（９）

上面所描述的三种单频信号频率的估计方法

均具有频率依赖性，当 δ＝±０．５时，这三种方法
的频率估计精度均接近克拉美罗下限；而当信号

真实频率接近ＤＦＴ谱线时，即δ＝０时，这三种估
计方法的频率估计性能将会恶化，此时 Ｒｉｆｅ方法
以及Ｑｕｉｎｎ方法的频率估计方差达到了克拉美罗
下限的３．２９倍，Ｑｕｉｎｎ改进方法的频率估计方差
约为克拉美罗下限的１．６４倍，Ｑｕｉｎｎ改进方法是
目前基于ＤＦＴ插值的估计方法中估计精度最高

的方法。

本文提出一种基于 ＤＦＴ系数极值的单频信
号频率的高精度迭代估计方法。

１　基于ＤＦＴ系数极值的迭代估计方法

基于ＤＦＴ系数的迭代估计方法的基本原理
是利用频率采样间隔为０．５的ＤＦＴ幅度最大值与
次大值所在谱线估计ＤＦＴ系数极值所在位置，即
为频率估计值。根据后续的仿真分析可知，当ＤＦＴ
谱线离真实频率值的最小距离为０．２５时，频率估
计精度最高，接近克拉美罗下限。在第一次估计的

基础上可以根据频率估计值对原始采样序列进行

频移，使得其ＤＦＴ幅度最大的两根谱线与频率估
计值的距离相等均为０２５，此时根据这两根谱线
采用第一次的估计方法频率估计可以获得高精度

的频率估计值。该方法的具体实现步骤如下所示：

１）首先对式（１）所示的长度为Ｎ的待测单频
信号做 ＤＦＴ运算，找到 ＤＦＴ幅度最大的谱线
Ｘ（ｋｐ）；
２）计算峰值谱线左右０．５个频率采样间隔的

两根谱线的ＤＦＴ系数Ｘ（ｋｐ±０．５），其计算公式如
式（１０）所示；

Ｘ（ｋｐ±０．５）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｅ－ｊ２πｎ（ｋｐ±０．５） （１０）

３）利用 ｜Ｘ（ｋｐ ±０．５）｜中较大的值与
｜Ｘ（ｋｐ）｜建立频率估计方程，不失一般性，假设
｜Ｘ（ｋｐ＋０．５）｜幅度较大。最后利用截弦法解算
该方程可以得到高精度的频率估计值，｜Ｘ（ｋｐ）｜
与｜Ｘ（ｋｐ±０．５）｜的关系如图１所示；

图１　ＤＦＴ系数插值示意图
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆＤＦＴｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

４）根据频率估计值对谱线Ｘ（ｋｐ）与 Ｘ（ｋｐ＋
０．５）进行频移，使得两者与频率估计值的距离相
等均为０．２５，假设频移量为ｌ，则频移后的谱线如
式（１１）、（１２）所示；
５）与步骤３）一样，根据频移后的两根谱线

建立频率估计方程，并采用截弦法解算该方程并

扣除频移量即可得到高精度的频率估计值；

·００１·
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Ｘ（ｋｐ）′＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｅ－ｊ２πｎ（ｋｐ＋ｌ） （１１）

Ｘ（ｋｐ＋０．５）′＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｘ（ｎ）ｅ－ｊ２πｎ（ｋｐ＋０．５＋ｌ）（１２）

１．１　频率估计方程的建立

记Ｐ＝ｍａｘ｛｜Ｘ（ｋｐ＋０．５）｜，｜Ｘ（ｋｐ－０．５）｜｝，
令：

Ｐ１ ＝ｍａｘ｛｜Ｘ（ｋｐ）｜，Ｐ｝ （１３）
Ｐ２ ＝ｍｉｎ｛｜Ｘ（ｋｐ）｜，Ｐ｝ （１４）

Ｐ１和Ｐ２实际上还可以采用如下方式等效地
获得：将长度为 Ｎ的单频信号 ｘ（ｎ）补零扩展为
长度为２Ｎ的信号ｙ（ｎ），然后对该信号做ＤＦＴ运
算得到Ｙ（ｋ），其 ＤＦＴ幅度最大值 Ｙ（ｋｐ）、幅度次
大值Ｙ（ｋｐ±１）即为Ｐ１与Ｐ２。

补零后的单频信号ｙ（ｎ）可表示如下：

ｙ（ｎ）＝ Ａｅｊ
２πｎｆ
ｆｓ
＋( )θ ＋ｗ（ｎ），ｎ＝０，…，Ｎ－１

０， ｎ＝Ｎ，…，２Ｎ－{ １
（１５）

若不考虑噪声，对信号ｙ（ｎ）做ＤＦＴ变换后得
到Ｙ（ｋ）可表示如下：

Ｙ（ｋ）＝∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｙ（ｎ）ｅ－ｊ

πｎｋ
Ｎ，ｋ＝０，１，…，２Ｎ－１

（１６）
化简后，｜Ｙ（ｋ）｜可以写为式（１７）：

Ｙ（ｋ） ＝ＡＮ
ｓｉｎｃπΔｆ（ｋ）／[ ]２
ｓｉｎｃπΔｆ（ｋ）／（２Ｎ[ ]）

，

ｋ＝０，…，２Ｎ－１ （１７）
其中：Δｆ（ｋ）＝２Ｎ［ｆ／ｆｓ－ｋ／（２Ｎ）］，｜Δｆ（ｋ）｜可定义
为信号真实频率与ＤＦＴ谱线之间的间隔，｜Ｙ（ｋ）｜
的最大值为 Ｐ１ ＝｜Ｙ（ｋｐ）｜，次大值为 Ｐ２ ＝
｜Ｙ（ｋｐ±１）｜，不失一般性，可令Ｐ２＝｜Ｙ（ｋｐ＋１）｜，
此时信号真实频率与ＤＦＴ幅度最大值、次大值所在
谱线的间隔分别为｜Δｆ（ｋｐ）｜、｜Δｆ（ｋｐ＋１）｜，令

δ＝Δｆ（ｋｐ） （１８）
则

Δｆ（ｋｐ＋１）＝δ－１ （１９）
０≤δ≤０．５ （２０）

相应信号真实频率可表示为δ的函数：

ｆ＝
ｋｐ＋δ
２Ｎ ｆｓ （２１）

根据式（１８）、（１９）将｜Ｙ（ｋ）｜的最大值和次
大值Ｐ１与Ｐ２代入式（１７）可得到频率估计方程如
下：

ＡＮ ｓｉｎｃ［πδ／２］
ｓｉｎｃ［πδ／（２Ｎ）］

＝Ｐ１

ＡＮ ｓｉｎｃ［π（δ－１）／２］
ｓｉｎｃ［π（δ－１）／（２Ｎ）

＝Ｐ{
２

（２２）

当Ｎ足够大时，ｓｉｎｃ［πδ／（２Ｎ）］与 ｓｉｎｃ［π（δ
－１）／（２Ｎ）］近似为 １，由于 ０≤ δ≤ ０．５，则
ｓｉｎｃ［πδ／２］与ｓｉｎｃ［π（δ－１）／２］均大于０，此时
上述方程可简化如下：

ＡＮｓｉｎｃ［πδ／２］＝Ｐ１

ＡＮｓｉｎｃ［π（δ－１）／２］＝Ｐ{
２

（２３）

其中０≤δ≤０．５，上述方程仅包含两个未知数Ａ，
δ，理论上可以精确计算出频率间隔δ，解算出δ后
代入式（２１）即可得到信号真实频率。

１．２　利用截弦法直接估计信号频率

频率估计方程建立后，可以利用截弦法解算

该频率估计方程。式（２２）中只有两个未知数Ａ，δ，
理论上可以精确计算出频率间隔 δ，但由于方程
的非线性，很难得到方程的解析解，这里采用截弦

法求解方程。

式（２２）可转化为下述一元方程：

ｙ（δ）＝Ｐ１ｓｉｎｃπ
（δ－１）[ ]２

－Ｐ２ｓｉｎｃπδ( )２ ＝０

（２４）

令ｇ（δ）＝ｓｉｎｃπδ( )２ ，则：可以证明当０≤δ≤
０．５时，有下述关系：

ｙ′（δ０）＝Ｐ１
ｄｇ( )δ
ｄδ δ＝δ０－１

－Ｐ２
ｄｇ( )δ
ｄδ δ＝δ０

（２５）
根据ｓｉｎｃ函数特性可知，当０≤δ≤０．５时，

ｇ（δ）递减，当０．５≤δ≤０时，ｇ（δ）递增，故当０≤
δ≤０．５时，有下式：

ｙ′（δ）≥０ （２６）
ｙ（０），ｙ（０．５）的表达式如下：

ｙ（０．５）＝（Ｐ１－Ｐ２）ｓｉｎｃπ( )４ （２７）

ｙ（０）＝Ｐ１ｓｉｎｃπ( )２ －Ｐ２ （２８）

Ｐ１与Ｐ２分别为｜Ｙ（ｋ）｜的最大值与次大值，
当０≤δ≤０．５时，根据式（２３）有：

Ｐ２≤Ｐ１≤ＡＮ （２９）

Ｐ２≥ＡＮｓｉｎｃπ( )２ （３０）

根据式（２６）～（２９）有：

ｙ（０）≤０ （３１）

ｙ（０．５）≥０ （３２）

由式（２６）、（３１）和（３２）可知ｙ（δ）在０≤δ
≤０．５有且只有一个解，为保证ｙ（δ）在整个实数
区间只有一个位于区间０≤δ≤０．５的解，可以将

·１０１·
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ｙ（δ）扩展为下式：

ｙ（δ）＝

ｋ（δ－０．５）＋ｙ（０．５），　　　δ≥０．５

Ｐ１ｓｉｎｃｐδ
－１( )２
－Ｐ２ｓｉｎｃ

ｐδ( )２，０≤δ＜０．５
ｙ（０）－ｋδ， δ＜

{
０
（３３）

其中ｋ＝２［ｙ（０．５）－ｙ（０）］。采用截弦法选取初
值δ１ ＝０，δ２ ＝０．５可以迅速收敛至式（２３）的准
确解δ。

当存在噪声且幅度足够大时，ｙ（０）可能大于
０，此时方程ｙ（δ）＝０将不存在位于区间０≤δ≤
０．５的解，此时取δ＝０，主要基于如下两点原因：

１）真实频率必然位于ＤＦＴ幅度最大值Ｐ１所
处谱线和ＤＦＴ幅度次大值Ｐ２所处谱线之间，即
０≤δ≤０．５；

２）ｙ（０）大于０时，δ等于０的概率最大：因为δ
越小，Ｐ１越大，Ｐ２越小，相应ｙ（０）＝Ｐ１ｓｉｎｃ（π／２）－
Ｐ２越大，ｙ（０）＞０的概率就越大。

２　性能分析

式（２３）的解是不可解析的，目前还无法得到
基于ＤＦＴ系数极值的迭代估计方法的频率估计
精度的理论结果。本节主要通过仿真评估该方法

的性能，并从频率估计精度与实现复杂度两个角

度与其他几种典型的ＤＦＴ插值方法作对比。

２．１　频率估计精度

首先给出前文所描述的几种典型基于 ＤＦＴ
插值的估计方法的频率估计精度公式以及复正弦

信号频率估计精度的克拉美罗下限［５－７］，如表 １
所示，其中Ｑｕｉｎｎ１代表 Ｑｕｉｎｎ方法，Ｑｕｉｎｎ２代表
Ｑｕｉｎｎ改进方法，频率估计精度主要与信噪比
ＳＮＲ＝Ａ２／σ２ｚ、数据长度 Ｎ以及信号真实频率和
ＤＦＴ谱线的最小间隔δ有关。

基于ＤＦＴ系数极值的迭代估计方法主要包
含两次估计，第二次估计是在第一次估计值的基

础上迭代进行的，第一次估计记为ＤＦＴＳｅｃｅｎｔ，第
二次估计记为ＤＦＴＳｅｃｅｎｔ（ｔｗｉｃｅ）。下面通过仿真
将两次估计的频率估计精度与克拉美罗下限以及

Ｑｕｉｎｎ方法以及Ｑｕｉｎｎ改进方法作对比。采用蒙特
卡洛仿真，仿真次数为４０，采样率ｆｓ＝５０ＭＨｚ，仿
真结果如图２～４所示，为便于对比，图（３）与图
（４）中的纵坐标σ２ｆ用ｄＢ表示。

表１　几种典型基于ＤＦＴ插值的估计方法的频率估计精度
Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｃｃｕｒａｃｙｏｆｓｅｖｅｒａｌｔｙｐｉｃａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙ

ｅｓｔｉｍａｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎＤＦＴｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

估计

方法
估计方差σ２ｆ（δ）

ｍａｘ｛σ２ｆ（δ）｝
ＣＲＬＢ

Ｒｉｆｅ
（１－｜δ｜）２（２δ２－２｜δ｜＋１）ｆ２ｓ

２Ｎ３ Ａ
２

σ２( )
ｚ

ｓｉｎｃ２（πδ） ３．２９

Ｑｕｉｎｎ１
（１－｜δ｜）２（２δ２－２｜δ｜＋１）ｆ２ｓ

２Ｎ３ Ａ
２

σ２( )
ｚ

ｓｉｎｃ２（πδ） ３．２９

Ｑｕｉｎｎ２
（δ２－１）２（３δ４＋１）ｆ２ｓ

４Ｎ３ Ａ
２

σ( )２ （３δ４＋６δ２＋１）ｓｉｎｃ２（πδ） １．６４

ＣＲＬＢ
３ｆ２ｓ

２π２ Ａ
２

σ２( )
ｚ

Ｎ３ １

图２　频率估计精度以及与δ的关系
（ＳＮＲ＝０ｄＢ，Ｎ＝２５６）

Ｆｉｇ．２　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ
ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ（ＳＮＲ＝０ｄＢ，Ｎ＝２５６）

图３　频率估计精度与ＳＮＲ的关系（Ｎ＝２５６，δ＝０）
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ
ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＮＲ（Ｎ＝２５６，δ＝０）

从上述各图可以看出，本文提出方法的频率

估计精度接近于克拉美罗下限，性能要优于
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图４　频率估计精度与Ｎ的关系（ＳＮＲ＝０ｄＢ，δ＝０）
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙ
ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔＮ（ＳＮＲ＝０ｄＢ，δ＝０）

Ｑｕｉｎｎ１及Ｑｕｉｎｎ２方法，具体如下所示：
１）第一次估计的频率估计性能
① 估计方差最大约为克拉美罗下限的 １．２

倍，要小于 Ｒｉｆｅ方法、Ｑｕｉｎｎ方法及其改进方法，
具体见表１；

② 当 δ＝±０．２５时，估计方差最小，与克拉
美罗下限基本相等；

③ 当δ＝０，±０．５时，估计方差最大，约为克
拉美罗下限的１．２倍；

④ 频率估计精度随数据长度 Ｎ以及信噪比
的变化趋势与克拉美罗下限界以及其他几类典型

的ＤＦＴ插值方法一致。
２）第二次估计的频率估计性能
① 对于任意频率，估计方差均接近于与克拉

美罗下限；

② 频率估计精度随数据长度 Ｎ以及信噪比
的变化趋势与克拉美罗下限界以及其他几类典型

的ＤＦＴ插值方法一致。

２２　实现复杂度

本文提出的基于 ＤＦＴ系数极值的迭代估计
方法的运算量主要集中在 ＦＦＴ计算以及 ＤＦＴ系
数计算过程中，采用截弦法进行迭代估计的过程

中基本上不会增加运算量。对于第一次估计，除

ＦＦＴ运算之外，只需要计算 ＤＦＴ峰值谱线左右
０５个频率采样间隔的 ＤＦＴ系数值，因此相对于
传统的ＤＦＴ插值算法需要增加 ２Ｎ次复乘法运
算，对于第二次估计，还需要对 Ｘ（ｋｐ±０．５）中幅
度较大的谱线以及Ｘ（ｋｐ）这两条谱线进行频移。

因此相对于传统算法，基于 ＤＦＴ系数极值的迭代
估计算法需要增加４Ｎ次复乘法运算。具体的算
法实现复杂度如表２所示。

表２　基于ＤＦＴ系数极值的迭代估计方法的实现复杂度
Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｂｕｒｄｅｎｏｆｔｈｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｅｓｔｉｍａｔｉｎｇ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｅｘｔｒｅｍｕｍｏｆｔｈｅＤＦＴｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ

估计方法类型 复乘法次数

传统方法（Ｒｉｆｅ、Ｑｕｉｎｎ方法等） Ｎｌｏｇ２Ｎ

基于ＤＦＴ系数极值的迭代估计方法 Ｎｌｏｇ２Ｎ＋４Ｎ

３　结论

本文提出了一种基于 ＤＦＴ系数极值的单频
信号频率的高精度迭代估计方法，其频率估计精

度在任意频率处均接近于克拉美罗下限，其运算

量为Ｎｌｏｇ２Ｎ＋４Ｎ次复乘法运算，其中 Ｎ为 ＤＦＴ
运算时所采用的数据点数，仅比传统的基于 ＤＦＴ
插值的估计算法增加４Ｎ次复乘法运算。
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