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任意多面体的快速非结构网格生成算法

刘　枫，李　桦，田正雨，潘　沙
（国防科技大学 航天科学与工程学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：对于包含复杂气动外形的ＣＦＤ数值模拟，网格生成是其中的关键，快速稳定的网格生成技术是
其中的重要组成部分。建立了基于可视面的适用于任意多面体的快速初始化算法；改进了 Ｄｅｌａｕｎａｙ生成算
法后使用Ｄｅｌａｕｎａｙ改进生成算法细化网格，讨论了网格质量判定依据对网格生成的影响，通过开发 Ｄｅｌａｕｎａｙ
面交换技术优化网格生成过程；建立了基于顶点弹簧理论的网格优化方法，以提高网格生成的质量。结果表

明，本文建立的算法效率较高。
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　　复杂外形的 ＣＦＤ数值模拟是计算流体力学
的前沿和难点问题。运用数值方法求解气动外形

复杂流场，如临近空间飞行器，成为目前计算流体

力学研究的热点之一。对外形特殊、结构网格生

成困难的飞行器进行模拟，高效、高质量的网格生

成是关键。

网格生成是计算流体力学（ＣＦＤ）中的关键环
节，其中非结构网格由于适合含复杂外形流场的

数值模拟，而得到了广泛的应用。尽管组合对接

和搭接网格以及重叠网格技术在求解复杂三维外

形绕流方面取得了较大的成功，但它们也存在诸

多不足之处［１］。阵面推进法（ＡｄｖａｎｃｉｎｇＦｒｏｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ）和Ｄｅｌａｕｎａｙ方法是目前非结构网格生成
的两种主要方法。阵面推进法的特点是搜索量

大，每次搜索只能完成一个网格的生成，网格生成

效率较低，生成网格不一定能满足外接球准则，即

Ｄｅｌａｕｎａｙ准则；而Ｄｅｌａｕｎａｙ方法因其生成网格的
效率较高，而且网格质量高，天然满足 Ｄｅｌａｕｎａｙ
准则，得到了广泛的应用。然而，传统的非结构网

格生成算法往往伴随着较高的计算复杂度，且对

于复杂外形的网格生成耗时长、网格质量不高，因

而有必要发展快速网格生成算法。本文基于计算

几何的基本原理，建立了基于可视面的快速四面

体初始化算法，然后建立了阵面推进 －Ｄｅｌａｕｎａｙ
网格细化算法，并结合网格优化算法，发展了一套

任意多面体的快速非结构网格生成算法。该算法

一方面克服了阵面推进法网格生成效率低的缺

点，另一方面克服了 Ｄｅｌａｕｎａｙ方法在边界恢复中
不保形的缺陷。

１　基于可视面的任意多面体初始化算法

１．１　基本概念

定义１　边界面和边界环。边界面是指包围
任意多面体区域相邻点的有序连接，记为ｐａｐｂｐｃ。
边界环是边界面的集合。一般地，外边界面 ｆＯ以
逆时针为正，内边界面ｆＩ以顺时针为正。

定义２［２］　可视。已知面ｐｍｐｎｐｌ的两端点与
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线段外的一点ｐｋ构成的三条线段 ｐｍｐｋ，ｐｎｐｋ，ｐｌｐｋ
与边界面不相交，称点与面可视。

定义３　点与面的夹角。已知面 ｐｍｐｎｐｌ与面
外的一点ｐｋ，ｐｋ与ｐｍ，ｐｎ，ｐｌ的连线所围成的夹角
αｋ称为点与面的夹角，即三面角 αｋ，且 αｋ＝
ｃｏｓθ１ｃｏｓθ２ ＋ｓｉｎθ１ｓｉｎθ２ｃｏｓα，其中 θ１，θ２分别为
∠ＡＯＢ，∠ＣＯＢ，α为面 ＡＯＢ和面 ＢＯＣ之间的二
面角（见图１）。

定义４　合理四面体。合理四面体是指空间
中任意不共面四点连接形成的四面体，且四面体

处于网格生成区域内，与网格生成区域边界无

交叉。

图１　三面角示意图
Ｆｉｇ．１　Ｔｒｉｈｅｄｒａｌｃｏｒｎｅｒ

１．２　初始四面体算法

定理１　设外边界面为 ＳＯ＝∪ｆＯ，所围成的

区域为 ＶＯ，内边界面 ＳＩ＝∪ｆＩ，所围成的区域为
ＶＩ，则网格生成区域为 Ｖ＝ＶＯ∩ＶＩ。设边界面
ｐｍｐｎｐｌ，任取一点ｐｋ（ｋ≠ｍ，ｎ，ｌ），与边界面 ｐｍｐｎｐｌ
组成一个四面体。若ｐｋ在网格生成区域内，且点
ｍ，ｎ，ｌ对点 ｋ可视，则 ｐｍｐｎｐｌｐｋ是一个合理四
面体。

证明 　 （１）若 ｐｋ 不在 Ｖ内部，四面体
ｐｍｐｎｐｌｐｋ显然不能成为网格剖分的一部分；

（２）若点 ｍ，ｎ，ｌ中的任意一点对点 ｋ不可
视，不妨设点ｍ对点ｋ不可视，则线段ｍｋ必与某
边界边分列，四面体 ｐｍｐｎｐｌｐｋ不是合理四面体。
证毕。

图２　合理四面体示意图
Ｆｉｇ．２　Ｒｅａｓｏｎａｂｌｅｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎ

从合理四面体的定义中，可以推论：与当前面

不可视的点与当前面组成的四面体显然不属于合

理四面体。本文提出基于可视面的任意多面体剖

分初始化算法是：首先根据合理四面体的定义，判

断当前多面体中的任意一点ｐ与当前面是否构成
合理四面体。如果构成，则取出合理四面体，添加

到合理四面体初始队列中，并更新边界面，否则继

续在多面体的点中搜索，直到找到一个合理四面

体为止。如此循环，直到边界面队列中的所有边

界面都找到一个合理四面体。为了使得初始化算

法得到的初始四面体序列具有更好的质量，在每

一个边界面搜索合理四面体时对当前边界面建立

合理四面体候选队列，然后选择候选队列中三面

角最小的那个四面体添加进合理四面体初始队列

中。如图２所示，点Ａ，Ｂ对边界面ｍｎｌ可视，点Ａ
与面 ｍｎｌ组成的合理四面体 Ａｍｎｌ的三面角小于
点Ｂ与面 ｍｎｌ组成的合理四面体 Ｂｍｎｌ的三面
角，因此选择四面体Ａｍｎｌ添加进初始合理四面体
序列。图３和图４分别给出了单连通域和多连通
域的初始化结果。

图３　单连通域的初始四面体剖分
Ｆｉｇ．３　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｆ

ｓｉｍｐｌｅｃｏｎｎｅｃｔｅｄｒｅｇｉｏｎ

图４　多连通域的初始四面体剖分
Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｔｉｏｎｏｆｍｕｌｔｉｐｌｙ

ｃｏｎｎｅｃｔｅｄｒｅｇｉｏｎ

·１２·
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２　四面体细化准则

在以上初始化四面体算法基础上，给定网格

密度，生成内部节点，构建新的四面体单元，在满

足网格密度要求的同时，使得网格单元的形状质

量尽可能高。文献［３－５］对网格细化技术进行
了详尽的阐述，各类网格细化技术对网格整体或

者局部加密，使网格更适合于ＣＦＤ计算的要求。
目前主流的网格细化技术主要有：Ｄｅｌａｕｎａｙ

准则插点、阵面推进点插入等等。为了克服单一

细化技术的弱点，提高网格生成质量，本文将最差

面剖分技术同Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换算法相结合，建立
了基于最差面剖分的 Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换网格生成
算法。

２．１　最差面剖分

面剖分是一类广泛使用的网格细化方法。对

于初始网格中一个尺寸过大的单元，通过将四面

体中形状质量最差的面进行剖分，连接该面中最

长边的中点和对顶点，将原四面体剖分为两个新

的四面体。往复上述过程，直到网格密度满足

要求。

本文通过研究对面剖分技术，发现该方法在

一定条件下存在算法不收敛的情形（见图５）。不
适其一般性，为了方便说明，以二维情况证明定理

２，三维情况与二维类似，不再赘述。

图５　最差面剖分算法发散分析图
Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ

定理２　当相邻边的最大距离与最小距离之
比大于２时，最长边剖分算法在局部发散。

证明　不妨设边 ＡＤ和边 ＡＣ是初始三角形
ΔＡＣＤ的一对相邻边。边ＣＤ是ΔＡＣＤ的最长边，
点Ｂ是线段ＡＣ的中点。图５说明了算法局部发
散的过程。

证明过程分为两步：

（１）不失其一般性，设点 Ａ，Ｃ，Ｄ的坐标分别
为（０，０），（ｘＣ，０）和（ｘＤ，ｙＤ）。根据最差面剖分算

法，点Ｅ的坐标容易得到（
ｘＤ ＋ｘＣ
２ ，

ｙＤ
２）。逐次剖分

三角形△ＡＣＥ，剖分 ｎ次后得到点 Ｅ′的坐标为：

（∑
ｎ

ｋ＝１

ｘＣ
２２ｋ－１

＋
ｘＤ
２２ｎ－１
，
ｙＤ
２２ｎ－１
）（ｎ为奇数），（∑

ｎ

ｋ＝１

ｘＣ
２２ｋ
＋

ｘＤ
２２ｎ
，
ｙＤ
２２ｋ
）（ｎ为偶数）。当ｎ→∞时，点Ｅ′的坐标分

别收敛到：（
１
３ｘＣ，０）和（

２
３ｘＣ，０）；

（２）第一步的证明中，假设了线段ＡＣ不被剖
分。在图５、图６所示的条件下，线段ＡＣ不会被剖
分。当 ＡＤ ／ＡＣ ＜２时，根据最长边剖分原则，
图５的剖分方式是唯一的。

综合（１）、（２），最差面剖分算法在图６、图７
的条件下发散。证毕。

图６　翻转条件下的算法发散示意图
Ｆｉｇ．６　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｕｎｄｅｒｒｏｌｌｉｎｇｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图７　镜像条件下的算法发散示意图
Ｆｉｇ．７　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｃｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅｕｎｄｅｒｍｉｒｒｏｒｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

２．２　网格质量判定

对于四面体而言，网格质量判定的方式很多。

一般来说，认为四面体越接近正四面体，网格质量

越高。本文采用了外接球半径与四面体中的最短

边之比来衡量四面体网格的质量［３］，即

Ｑ＝ＲＬ （１）

上式中，Ｑ为网格质量因子，Ｒ为四面体的外接球
半径，Ｌ为四面体中的最短边长度。显然，对于理

·２２·
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想的正四面体而言，有

Ｑ＝２３≈０．６６７ （２）

图８给出了三种质量较好的四面体网格。

图８　网格质量较高的四面体网格
Ｆｉｇ．８　Ｗｅｌｌｓｈａｐｅｄｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎ

然而，如图９所示，在特殊情况下，通过式（１）
计算得到的网格质量系数不能有效反映四面体网

格质量。此时，最长边和最短边之比极大（＞
１００），因此，式（１）无法正确反映网格质量的好
坏。本文采用的网格质量判定公式为

Ｑ＝ Ｒ
Ｌｍｉｄ

（３）

图９　网格质量差的四面体
Ｆｉｇ．９　Ｂａｄｓｈａｐｅｄｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎ

上式中Ｌｍｉｄ表示四面体网格中最长边和最短边的
平均值。按照式（３）计算，这种特殊四面体的网格
质量因子为Ｑ＝０．００７，不会被误判为网格质量
高的四面体网格。

２．３　Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换技术

Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换算法［４－５］是一种简单快速的

几何交换，通过更改局部的节点连接方式提高网

格质量。如图１０所示，如果两个相邻四面体违反
ＣＰ准则（外接球准则），则把当前对角线ＡＢ与另
一条对角线ＣＤ交换。

图１０　Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换技术
Ｆｉｇ．１０　Ｄｅｌａｕｎａｙｆａｃｅｓｗａｐｐｉｎｇ

３　基于顶点弹簧模型的网格优化技术

为了提高网格质量，本文将基于顶点弹簧的

网格优化技术［６－７］引入网格生成算法中。其基本

描述如下：对于顶点弹簧，节点 ｉ，ｊ间的弹簧张
力为

ｆｉ＝Ｋｉｊ（ｘｊ－ｘｉ） （４）
其中Ｋｉｊ为连接节点 ｉ，ｊ的弹簧的倔强系数，ｘｉ，ｘｊ
分别是节点ｉ，ｊ的位置矢量。节点 ｉ所受的合力可
以表示为

ｆｉ＝∑
Ｎｉ

ｊ＝１
ｆｉｊ （５）

推广后的顶点弹簧方法认为网格点的受力始

终等于初始状态所受的合力，则当边界上的点移

动后，其它网格点的新位置坐标可以通过迭代求

解如下的线性系统得到

∑
ｊ
Ｋ１ｊ ｂｍｎ

∑
ｊ
Ｋ２ｊ

．．．

ｂｍｎ ∑
ｊ
Ｋｎｏｄｅ＿

















ｎｕｍｊ

ｘ１
ｘ２
．．．
ｘｎｏｄｅ＿













ｎｕｍ

＝

ｆ１
ｆ２
．．．
ｆｎｏｄｅ＿













ｎｕｍ

（６）

上式中

ｂｍｎ ＝
－Ｋｍｎ　ｉｆ（ｍｃｏｎｎｅｃｔｔｏｎ）{０ ｅｌｓｅ

（７）

线性系统（６）系数矩阵是对角占优的，可以用
Ｊａｃｏｂｉ迭代求解。

ｘｎ＋１ｉ ＝∑
Ｎｉ

ｊ＝１
ｘｎｉｊ （８）

４　算法流程和算例验证

本文首先在已知表面网格的基础上，通过建

立的初始化四面体算法，将网格剖分区域进行初

始化，形成初始四面体阵列，然后通过运用改进的

最差面细化算法将网格细化，其间运用 Ｄｅｌａｕｎａｙ
面交换算法优化网格质量，最后再求解基于顶点

弹簧的线性系统进一步提高网格质量，并通过进

行单连通域和多连通域的多个算例来验证算法的

正确性，同时将该算法的计算时间同阵面推进法

和Ｄｅｌａｕｎａｙ算法相比较（如表１），并在表２中对
比了分别用三种算法生成网格的网格质量，网格

·３２·
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质量按照式（３）计算。当网格质量 Ｑ＞０．２时，网
格质量较好；当网格质量 Ｑ＜０．２时，网格有较大
长宽比，网格质量较差。

图１１～图１２分别给出了多个几何条件下的
剖分算例。算例表明，该算法鲁棒性好，能够快速

地对任意多面体进行四面体剖分，且网格质量

较高。

图１１　双椭球外形网格剖分
Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｅｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｏｆｄｏｕｂｌｅｅｌｌｉｐｓｏｉｄ

图１２　ＮＡＣＡ０００６翼型绕流计算网格剖分
Ｆｉｇ．１２　ＴｈｅｔｅｔｒａｈｅｄｒｏｎｏｆＮＡＣＡ０００６

表１　网格剖分时间对比（单位：ｓ／个）
Ｔａｂ．１　Ｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｇｒｉｄｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ（ｓ／ｌ）

阵面推进 Ｄｅｌａｕｎａｙ 本文算法

双椭球／网格
单元

２１．６／８６０４５１６．５／９１００３ ９．２／９５３１４

ＮＡＣＡ０００６／
网格单元

８．２／３１２３５ ５．４／３７２１８ ３．６／３９２２７

表２　三种算法网格剖分的差质量网格占
总网格量的百分比（单位：％）

Ｔａｂ．２　Ｐｅｒｃｅｎｔｏｆｌｏｗｑｕａｌｉｔｙｇｒｉｄｉｎａｌｌｆｏｒｔｈｒｅｅｇｒｉｄ
ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ（％）

阵面推进 Ｄｅｌａｕｎａｙ 本文算法

双 椭 球／网 格
单元

１９．４ ２．２ ０．３

ＮＡＣＡ０００６／网
格单元

１１．６ １．５ ０．０４７

５　结论

（１）最差面剖分算法在一定条件下发散，不
能完全适用于任意多面体的四面体剖分。

（２）Ｄｅｌａｕｎａｙ面交换技术与最差面剖分算法
相结合，可以有效地提高算法的效率。

（３）本文提出的基于可视面的任意多面体初
始化算法与网格细化算法能够适用于任意多面体

的四面体剖分问题中，且快速高效。
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