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摘　要：乘性扩展卡尔曼滤波（ＭｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＭＥＫＦ）方法被广泛应用于各种航天
器姿态确定任务。针对任意参考坐标系，推导了姿态四元数的线性运动学方程和三分量姿态误差矢量的动

力学模型，并分别设计了有陀螺和无陀螺两种姿态确定方案。系统研究了姿态敏感器常用的矢量观测模型，

四元数观测模型以及欧拉角观测模型，设计了更具有一般性的 ＭＥＫＦ滤波器，为航天任务中快速应用 ＭＥＫＦ
姿态确定算法提供理论参考和技术支撑。
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　　扩展卡尔曼滤波（ｅｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎｆｉｌｔｅｒ）技
术［１－４］常被用于航天器实时姿态确定，根据姿态

参数的选取不同和观测量的不同形式，常见的实

现方式有乘性扩展卡尔曼滤波［４－５］（Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃａｔｉｖｅ
ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＭＥＫＦ）和加性扩展卡尔
曼滤波［６－９］（ＡｄｄｉｔｉｖｅＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，
ＡＥＫＦ）两种方式。ＡＥＫＦ和ＭＥＫＦ的本质区别在
于四元数误差修正过程中是否遵循了单位范数约

束条件，而不在于修正形式是加法还是四元数乘

法，Ｓｈｕｓｔｅｒ指出，如果对 ＡＥＫＦ加以适当的约束，
那么它可等价于 ＭＥＫＦ，但是计算量大［１０］。因

此，ＭＥＫＦ被广泛应用于各种航天器姿态确定任
务并且发展最为成熟。

ＭＥＫＦ的基本思想是估计无约束的三分量姿
态误差参数并利用四元数乘法为航天器提供全局

非奇异姿态描述。目前，针对不同的任务背景和

姿态敏感器配置方案，众多学者推导了大量基于

ＭＥＫＦ的姿态确定算法。从任务背景来看，既有
惯性定姿［１１］，也有轨道定姿［１２－１４］；从姿态角速度

的传播形式上看，既有有陀螺姿态确定系

统［１１－１２］，也有无陀螺姿态确定系统［１３－１４］；从姿态

敏感器配置来看，既有基于单一敏感器，如磁强

计［１４］，也有基于组合敏感器，如陀螺 ＋星敏感
器［１１－１２］，陀螺＋太阳敏感器＋磁强计［１５］，磁强计

＋红外地平仪［１３］，多敏感器信息融合［１６－１７］等不

同组合形式。综上所述，其姿态确定算法并不具

有一般形式，往往需要随研究背景的改变而对系

统进行重新建模。

１　姿态描述与运动学方程

目前，最常用的姿态参数是姿态四元数［１８］，

其优点主要在于用其表示的姿态运动学方程为线
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性形式，计算量小，且不存在奇异性。四元数是一

个四维矢量，定义为 ｑ＝ 
～Ｔ　ｑ[ ]４

Ｔ，其中
～
≡

ｑ１ｑ２ｑ[ ]３
Ｔ＝ｅｓｉｎ（／２），ｑ４＝ｃｏｓ（／２），这里，ｅ为

单位欧拉旋转轴，为旋转角，且四元数满足正交
性约束条件 ｑ ＝１。姿态矩阵可用四元数描
述为［１９］

Ａ（ｑ）＝

ｑ２１－ｑ
２
２－ｑ

２
３＋ｑ

２
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２
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２
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２
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２＋ｑ

２
３＋ｑ









２４

＝ ｑ２４－ 
～

( )２ Ｉ３×３＋２
～

～Τ－２ｑ４ 

～
[ ]×

＝ΞＴ（ｑ）Ψ（ｑ） （１）
其中，Ｉ３×３是３×３的单位阵，且有

Ξ（ｑ）≡
ｑ４Ｉ３×３＋ 

～
[ ]×

－
～[ ]Ｔ

Ψ（ｑ）≡
ｑ４Ｉ３×３－ 

～
[ ]×

－
～[ ]Ｔ

（２）

这里，
～

[ ]×是反对称阵，有如下形式


～

[ ]×≡

０ －ｑ３ ｑ２
ｑ３ ０ －ｑ１
－ｑ２ ｑ１









０

（３）

四元数的另外一个优点就是连续的姿态旋转

可用四元数乘法进行描述，即Ａ（ｑ′）Ａ（ｑ）＝Ａ（ｑ′
ｑ）．其中，符号“”表示四元数乘法，具有双线
性特性，满足

ｑ′ｑ＝ Ψ（ｑ′）[ ]ｑ′ｑ＝ Ξ（ｑ）[ ]ｑｑ′（４）
不失一般性，本文选取的参考坐标系相对于

地心惯性系的旋转角速度为 ωｒ，该坐标系既可以
是地心惯性系，也可以是轨道坐标系或者是其它

已知参考坐标系，则对应的航天器姿态分别为惯

性姿态和对地姿态。定义从参考坐标系到体系的

四元数为ｑｒ→ｂ，则四元数运动学方程为

ｑｒ→ｂ＝
１
２Ξ（ｑｒ→ｂ）ωｂ／ｒ＝

１
２Ω（ωｂ／ｒ）ｑｒ→ｂ （５）

其中，ωｂ／ｒ为航天器体系相对于参考坐标系的角
速度在航天器体系中的分量，若无特别说明，本文

涉及的航天器的角速度均是在体系中定义的。因

此，ωｂ／ｒ可进一步表示成
ωｂ／ｒ＝ωｂ－Ａ（ｑｒ→ｂ）ωｒ （６）

式中，ωｂ为航天器的惯性姿态角速度，可由陀螺
测量或姿态动力学方程传播得到。将式（１）和式
（６）代入式（５），可得

ｑｒ→ｂ＝
１
２Ξ（ｑｒ→ｂ）ωｂ

　－１２Ξ（ｑｒ→ｂ）Ξ
Ｔ（ｑｒ→ｂ）Ψ（ｑｒ→ｂ）ωｒ

＝１２Ω（ωｂ）ｑｒ→ｂ

　－１２（Ｉ４×４－ｑｒ→ｂｑ
Ｔ
ｒ→ｂ）Ψ（ｑｒ→ｂ）ωｒ

＝１２Ω（ωｂ）ｑｒ→ｂ－
１
２Ψ（ｑｒ→ｂ）ωｒ

＝１２（Ω（ωｂ）－Γ（ωｒ））ｑｒ→ｂ （７）

式中，对于三分量的角速度矢量ω，有

Ω（ω）≡
－ ω[ ]× ω
－ωＴ[ ]０　Γ（ω）≡ ω[ ]× ω

－ωＴ[ ]０
（８）

可以看出，由四元数构成的姿态运动学方程

为线性方程，且方程（７）适用于航天器相对于任
意参考坐标系的姿态传播。对于特殊情况，当地

心惯性系选为参考坐标系时，此时有ωｒ＝０３×１。

２　ＭＥＫＦ滤波器设计

２．１　状态和方差传播

２．１．１　姿态误差矢量的动力学模型
ＭＥＫＦ通常以四元数乘积形式对真实姿态进

行描述［２０］，即

ｑ＝δｑ（Δ）ｑ^ （９）
其中，^ｑ为估计四元数，δｑ（Δ）为真实四元数 ｑ
与估计四元数 ｑ^之间的误差四元数，可用三分量
矢量Δ描述。事实上，Δ为航天器体坐标系下
定义的姿态误差矢量，它可用多种参数进行描述，

如无穷小旋转矢量［２１］，两倍的四元数矢部［４］，两

倍的罗德里格（Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ）参数或吉布斯（Ｇｉｂｂｓ）
向量［５］，四倍的修正罗德里格参数［２２］等。根据小

角近似条件可以得到

δｑ（Δ）≈
Δ／２

１－Δ２／[ ]８ （１０）

以及姿态误差矩阵

Ａ（δｑ）≈Ｉ３×３－［Δ×］ （１１）
线性化Ｂｏｒｔｚ方程可得到姿态误差矢量的动

力学模型［２１］

Δ
·

＝（ωｂ／ｒ－ω^ｂ／ｒ）－ω^ｂ／ｒ×Δ （１２）
　　将式（６）代入式（１２）可得

Δ
·

＝（ωｂ－ω^ｂ）－（Ａ（δｑ）
１
２Ａ（^ｑｒ→ｂ）ωｒ

　－Ａ（^ｑｒ→ｂ）^ωｒ）－［（^ωｂ－Ａ（^ｑｒ→ｂ）^ωｒ）×］Δ
（１３）

令Δωｂ≡ωｂ－ω^ｂ，Δωｒ≡ωｒ－ω^ｒ，将式（１１）

·７４·
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代入式（１３），并利用反对称阵的线性齐次性整理
可得

Δ
·

＝－［^ωｂ×］Δ＋Δωｂ－Ａ（^ｑ）Δωｒ（１４）
这里，假设参考坐标系的角速度已知，则有Δωｒ＝
０３×１，则可得到姿态误差矢量的线性化动力学模
型为

Δ
·

＝－［^ωｂ×］Δ＋Δωｂ （１５）
仔细观察方程（１５）可以发现，虽然这里 Δ

定义的是相对于 ｑ^ｒ→ｂ的姿态误差矢量，但由方程
ｑＩ→ｂ＝ｑｒ→ｂｑＩ→ｒ＝δｑ（Δ）ｑ^ｒ→ｂｑＩ→ｒ
＝δｑ（Δ）ｑ^Ｉ→ｂ （１６）

可看出Δ也可看成是相对于 ｑ^Ｉ→ｂ而定义的
姿态误差矢量，这主要是因为假设了已知准确的

ωｒ，从而可以根据姿态传播得到准确的四元数
ｑＩ→ｒ，其中，ｑＩ→ｂ为从惯性系到体系的四元数，ｑＩ→ｒ
为惯性系到参考坐标系的四元数。这也就解释了

为什么方程（１５）的形式与在惯性系下解算姿态
的姿态误差矢量的动力学模型一致。

２．１．２　系统状态方程及其线性化
航天器的姿态角速度可以通过速率积分陀螺

测量得到，也可以利用姿态动力学传播得到。因

此，下面就这两种情况分别建立系统状态方程，对

应为有陀螺姿态确定系统和无陀螺姿态确定

系统。

（１）有陀螺姿态确定系统
一般来说，陀螺测量的是航天器的惯性姿态

角速度在体系中的分量，通常采用如下模型

珟ωｂ＝ωｂ＋β＋ηυ
β＝ηｕ

（１７）

其中，珟ωｂ是陀螺的测量输出，β是漂移量，ηυ和
ηｕ是独立的零均值高斯白噪声过程，满足

Ｅ｛ηυ（ｔ）η
Ｔ
υ（τ）｝＝σ

２
υδ（ｔ－τ）Ｉ３×３

Ｅ｛ηｕ（ｔ）η
Ｔ
ｕ（τ）｝＝σ

２
ｕδ（ｔ－τ）Ｉ３×３

（１８）

其中，δ（ｔ－τ）为 Ｄｉｒａｃδ函数，更为一般地考虑了
刻度因子和失准角误差的陀螺模型可参见文献

［２３］。
根据方程（１７）可得角速度的估计模型为

ω^ｂ＝珟ωｂ－β^ （１９）
结合式（１７）和式（１９）可得 Δωｂ＝－（Δβ＋

ηυ），其中Δβ≡β－^β。于是方程（１５）可写成

Δ
·

＝－［^ωｂ×］Δ－（Δβ＋ηυ） （２０）
选取误差状态变量Δｘｇｙｒｏ≡ ΔＴ　Δβ[ ]Ｔ Ｔ，可

得有陀螺姿态确定系统的误差状态方程

Δｘｇｙｒｏ＝ＦｇｙｒｏΔｘｇｙｒｏ＋Ｇｇｙｒｏｗｇｙｒｏ （２１）
其中

Ｆｇｙｒｏ＝
－［^ωｂ×］ －Ｉ３×３
０３×３ ０[ ]

３×３

（２２）

Ｇｇｙｒｏ＝
－Ｉ３×３ ０３×３
０３×３ Ｉ[ ]

３×３

（２３）

ｗｇｙｒｏ＝
ηυ
η[ ]
ｕ

（２４）

过程噪声ｗｇｙｒｏ的谱密度矩阵为

Ｑ＝
σ２υＩ３×３ ０３×３
０３×３ σ２ｕＩ[ ]

３×３

（２５）

（２）无陀螺姿态确定系统
在没有陀螺提供角速度信息的情况下，根据

航天器的姿态动力学方程可得

ωｂ＝ｆ（ωｂ）＝Ｊ
－１［Ｔｃ＋Ｔｇ＋ｗｄ

　－ｈ－ωｂ×（Ｊωｂ＋ｈ）］ （２６）
式中，Ｊ为航天器的惯量张量矩阵，ｈ为动量轮的
角动量，Ｔｃ为推力器提供的控制力矩，Ｔｇ为重力
梯度力矩，ｗｄ为其它环境干扰力矩，如气动力矩、
太阳辐射力矩、地磁干扰力矩等。一般来说，环境

干扰力矩与控制力矩相比很小，可近似作为模型

噪声处理。当没有控制力矩作用时，此时航天器

所受的合外力矩主要考虑重力梯度力矩 Ｔｇ，方程
（２６）中的重力梯度力矩可描述成［１９］

　Ｔｇ＝
３μ
ｒ５
［Ａ（ｑＩ→ｂ）ｒ×Ｊ·（Ａ（ｑＩ→ｂ）ｒ）］ （２７）

其中，μ为引力常数，ｒ为航天器在惯性系中的位
置矢量，由航天器的轨道运动学提供。

因此，由方程（１６）和（２７）可看出 ｆ（ωｂ）与姿
态误差矢量 Δ有关，则方程（２６）可进一步改
写为

ωｂ ＝ｆ（ωｂ，Δ）＝Ｊ
－１［Ｔｃ＋Ｔｇ－ｈ

·

　　　－ωｂ×（Ｊωｂ＋ｈ）］＋Ｊ
－１ｗｄ （２８）

取方程（２８）的全微分可得线性化方程
　Δωｂ＝ＦωΔ＋ＦωωΔωｂ＋Ｊ

－１ｗｄ （２９）
式中

Ｆω＝
ｆ（ωｂ，Δ）
Δ ω^ｂ

＝Ｊ－１·
Ｔｇ
Δ

＝Ｊ－１３μ
ｒ^５
｛［Ａ（^ｑＩ→ｂ）^ｒ×］Ｊ

　－［ＪＡ（^ｑＩ→ｂ）^ｒ×］｝［Ａ（^ｑＩ→ｂ）^ｒ×］ （３０）

Ｆωω＝
ｆ（ωｂ，Δ）
ωｂ ω^ｂ

＝Ｊ－１｛［（Ｊ^ωｂ＋ｈ）×］－［^ωｂ×］Ｊ｝ （３１）
于是，选取误差状态变量 Δｘｎｏｎ－ｇｙｒｏ≡［Δ

Ｔ

　ΔωＴｂ］
Ｔ，利用式（１５）和式（２９）可得无陀螺姿态

·８４·
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确定系统的误差状态方程

Δｘｎｏｎ－ｇｙｒｏ＝Ｆｎｏｎ－ｇｙｒｏΔｘｎｏｎ－ｇｙｒｏ＋Ｇｎｏｎ－ｇｙｒｏｗｎｏｎ－ｇｙｒｏ
（３２）

式中

Ｆｎｏｎ－ｇｙｒｏ＝
－［^ωｂ×］ Ｉ３×３
Ｆω Ｆ[ ]

ωω

（３３）

Ｇｎｏｎ－ｇｙｒｏ＝
０３×３
Ｊ[ ]－１

（３４）

ｗｎｏｎ－ｇｙｒｏ＝ｗｄ （３５）
过程噪声ｗｎｏｎ－ｇｙｒｏ的谱密度矩阵为Ｑ＝σ

２
ｄＩ３×３。

至此，分别推导了有陀螺姿态确定系统和无

陀螺姿态确定系统的误差状态方程，鉴于形式的

相似性，可统一描述成如下形式

Δｘ＝ＦΔｘ＋Ｇｗ （３６）
２．１．３　状态和方差传播

状态参数 ｑ^ｒ→ｂ可通过式（７）积分得到，对于
有陀螺姿态确定系统，^ωｂ由式（１９）得到，而对于
无陀螺姿态确定系统，^ωｂ由式（２６）的积分得到。
方差传播的离散形式可以表示成

Ｐ－ｋ＋１＝ΦｋＰ
－
ｋ＋１Φ

Ｔ
ｋ＋Ｑｋ （３７）

式中，Φ为状态转移阵，Ｑ为过程噪声方差阵。
Ｌｏａｎ给出了这些矩阵的数值解［２４］，首先取时间

间隔Δｔ，构造矩阵

Ａ＝
－Ｆ ＧＱＧＴ

０[ ]Ｆ
Δｔ （３８）

式（３８）中的矩阵Ｆ，Ｇ，Ｑ均已定义，然后，计算方
程（３８）的矩阵指数

Ｂ＝ｅＡ≡
Ｂ１１ Ｂ１２
０ Ｂ[ ]

２２

＝
Ｂ１１ Φ－１Ｑ

０ Φ[ ]Ｔ
（３９）

于是可得

Φ＝ＢＴ２２ （４０）
Ｑ＝ΦＢ１２ （４１）

不过，上述方法需要计算矩阵指数，在Ｍａｔｌａｂ
环境下较容易实现，但在 Ｃ语言环境中仍需要编
写矩阵指数函数。文献［２５］中运用矩阵论中二
次型原理推导了连续系统离散化的一般公式，指

出离散过程噪声协方差阵具有形式

Ｑｋ ＝∑
Ｎ

Ｊ＝１
∑
Ｎ

Ｉ＝１

１
Ｉ＋Ｊ－( )１

１
（Ｉ－１）！

１
（Ｊ－１）！

·ＦＩ－１（ｔｋ）Ｇ（ｔｋ）Ｑｗ（ｔｋ）Ｇ
Ｔ（ｔｋ）（Ｆ

Ｔ（ｔｋ））
Ｊ－１ΔｔＩ＋Ｊ－１

（４２）
可根据精度要求选取适当的 Ｎ，一般选取 Ｎ
＝３～４．

２．２　观测方程及其线性化

目前，工程上应用的姿态敏感器种类很多，如

三轴磁强计、太阳敏感器、地平仪以及星敏感器

等，常用的观测模型则包括矢量观测模型，四元数

观测模型和欧拉角观测模型。

２．２．１　矢量观测模型
通常，基于矢量观测的姿态敏感器测量值

ｈ（ｖＢ）是关于体系中观测矢量 ｖＢ的 ｍ分量函数，
因此测量方程可写成

珓ｚ＝ｈ（ｖＢ）＋ε （４３）
测量灵敏度矩阵为

ＨΔ＝
ｈ

（Δ）
＝ ｈ
ｖＢ

ｖＢ
（Δ( )） ｑ^（－）

＝ ｈ
ｖＢ


（Δ）

Ａ（δｑ）^ｖ( )Ｂ
ｑ^（－）

（４４）

其中

ｖ^Ｂ≡Ａ（^ｑｒ→ｂ（－））^ｖｒ （４５）
式中，^ｖｒ为参考坐标系中估计的观测矢量，事实
上，很多观测矢量都是基于惯性系中定义的，如星

敏感器，太阳敏感器等，此时方程（４５）在实际运
用当中可以展开为

ｖ^ｒ＝Ａ（^ｑＩ→ｒ（－））ｖＩ （４６）
由此可以看出，只要知道准确的坐标旋转矩

阵，观测矢量可基于任意坐标系中定义。因此，为

了不失一般性，将 ｖ^Ｂ统一写成方程（４５）的形式，
观测量的预估值可写成 ｚ^＝ｈ（^ｖＢ）．

注意到Ａ（δｑ）＝Ｉ３×３－［Δ×］，则方程（４４）
可改写为

ＨΔ＝
ｈ
ｖＢ ｖ^Ｂ


（Δ）

（－［Δ×］^ｖＢ）

＝ｈｖＢ ｖ^Ｂ


（Δ）

（［^ｖＢ×］Δ）＝
ｈ
ｖＢ ｖ^Ｂ

［^ｖＢ×］

（４７）
对于焦平面敏感器如太阳敏感器或星敏感器

而言，选取ｚ方向为其敏感轴方向，则测量方程可
写成

ｈ（ｖＢ）＝
ｕ１／ｕ３
ｕ２／ｕ[ ]

３

（４８）

其中，ｕ＝Ａｂ→ｓｖＢ＝［ｕ１　ｕ２　ｕ３］
Ｔ为敏感器坐标

系中描述的观测矢量，Ａｂ→ｓ表示从航天器体系到
敏感器坐标系的姿态旋转矩阵。根据式（４７）
可得

　ＨΔ＝
ｈ
ｕ ｕ^

ｕ
ｖＢ

Ａ－１ｂ→ｓ^ｕ[ ]× ＝ｈｕｕ^
ｕ^[ ]×Ａｂ→ｓ

＝１
ｕ^２３

ｕ^３ ０ －^ｕ１
０ ｕ^３ －^ｕ[ ]

２

ｕ^[ ]×Ａｂ→ｓ （４９）

式（４９）的计算中利用了正常正交矩阵的正交变
换性质公式［Ｃｕ×］＝Ｃ［ｕ×］ＣＴ。

·９４·
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对于三轴磁强计而言，其敏感的是磁场矢量

在磁强计中的分量，观测量是矢量本身，满足

ｈ（ｖＢ）＝ｕ （５０）
测量灵敏度矩阵为

ＨΔ＝
ｈ
ｕｕ^

ｕ^[ ]×Ａｂ→ｓ＝ ｕ^[ ]×Ａｂ→ｓ （５１）

事实上，许多视线敏感器测量值都可以被重

构为单位矢量形式，但要注意重构后观测噪声方

差阵的传播。通常，对于小视场敏感器，采用

ＱＵＥＳＴ观测模型，其优势在于观测方差阵在 ＥＫＦ
公式可以等效地用非奇异阵 σ２Ｉ３×３代替

［２６］。而

针对大视场敏感器情形，Ｃｈｅｎｇ利用一阶泰勒展
开近似扩展了ＱＵＥＳＴ测量模型［２７］。

因为观测量不显示依赖于陀螺漂移和航天器

姿态角速度，因此，不论对于有陀螺姿态确定系统

还是无陀螺姿态确定系统，总测量灵敏度矩阵可

写成

Ｈ＝［ＨΔ　０ｍ×３］ （５２）
２．２．２　四元数观测模型

目前，不少现代姿态敏感器能够根据观测矢

量直接给出四元数观测值，四元数输出模型为

珘ｑｒ→珓ｓ＝ｑｓ→珓ｓｑｂ→ｓｑｒ→ｂ （５３）
式中，ｑｂ→ｓ表示从体系到敏感器坐标系的姿态四
元数，ｑｓ→珓ｓ由星敏感器的测量噪声引起，定义为
δｑ（νｓ）。同样，这里假设观测到的四元数为从参
考坐标系到敏感器体系，若观测到的四元数是从

惯性系到敏感器体系，只需要利用 ｑＩ→ｒ进行四元
数转换即可得到，并不影响本文的结论。

当处理敏感器输出四元数观测值时，一般进

行预处理构造新的观测量

１
２珓ｚ







１
＝珘ｑｒ→珓ｓ［^ｑｂ→ｒｑｓ→ｂ］ （５４）

经过推导可得新构造的观测量与姿态误差矢

量的关系式为

珓ｚ＝Ａｂ→ｓΔ＋ｖｓ （５５）
由式（５５）可得测量灵敏矩阵为

ＨΔ＝Ａｂ→ｓ （５６）
由于每次滤波更新后，滤波器重置，则有

Δ^（－）＝０，所以观测量预估值为 ｚ^＝０３×１．同样，
不论对于有陀螺姿态确定系统还是无陀螺姿态确

定系统，总测量灵敏度矩阵可写成

Ｈ＝ ＨΔ　０[ ]３×３ （５７）
２．２．３　欧拉角观测模型

当定义了欧拉角转序后，某些姿态敏感器可

输出欧拉角观测值，观测模型可描述成

珟
珟
珘









ψ
＝













ψ
＋ε （５８）

类似地，这里假设给出的欧拉角为航天器相对于

参考坐标系的姿态角，若不是，可进行坐标转换得

到。因此，欧拉角的预估值可由当前所估计的姿

态四元数 ｑ^ｒ→ｂ转换得到。
下面重点介绍如何计算其关于姿态误差矢量

的测量灵敏度矩阵，根据欧拉角运动学方程可得

ωｂ／ｒ＝Ｍ（，，ψ）

·


·

ψ











·

（５９）

其中，，，ψ为依次旋转的欧拉角，Ｍ（，，ψ）是
关于，，ψ的函数矩阵，其形式由欧拉角转序决
定。从变化率的角度出发，根据方程（５９）可得姿
态误差矢量与欧拉角误差的关系式

Δ＝Ｍ ，，( )ψ
Δ
Δ
Δ









ψ

（６０）

进一步可得

Δ
Δ
Δ









ψ
＝Ｍ－１ ，，( )ψΔ （６１）

式中，欧拉角误差测量值（即欧拉角测量残差）可

由欧拉角的观测值减去欧拉角的预估值得到，即

珓ｚ＝
Δ珟
Δ珟
Δ珘









ψ
＝

珟
珟
珘









ψ
－
^
^
＾









ψ

（６２）

值得注意的是，文献［１１－１２］认为方程（６２）
中构造的欧拉角测量残差与乘性误差四元数矢部

的关系是一个两倍关系，即将欧拉角误差等同于

姿态误差矢量。从方程（６１）可以看出，这个观点
是不正确的，具体的证明详见文献［２８］。

因此，根据方程（６１）可得测量灵敏度矩阵为

ＨΔ＝Ｍ
－１ ^，^，ψ( )^ （６３）

其中，^，^，ψ^为欧拉角当前的估计值。
同样，不论对于有陀螺姿态确定系统还是无

陀螺姿态确定系统，总测量灵敏度矩阵均可写成

Ｈ＝ ＨΔ　０[ ]３×３ （６４）
另外，若定义欧拉角列向量为θ＝[ ]ψＴ，

则根据式（６１）可得欧拉角误差的方差阵为
Ｐθθ＝Ｍ

－１Ｐ Ｍ( )－１ Ｔ （６５）
分析可知，Ｐ是相对独立的，而Ｐθθ大小则依

赖于函数矩阵 Ｍ，因此非常大的 Ｐθθ并不代表姿

·０５·
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态误差很大，对于某些特定的欧拉角来说，Ｍ阵
甚至可能是奇异的，此时 Ｐθθ为无穷大，而姿态误
差有可能很小。因此，在观测模型的选取上，并不

提倡使用欧拉角观测模型，建议利用四元数和欧

拉角的转化关系将其转换为四元数观测模型。仅

能观测两个姿态角的观测模型均为上述观测模型

的特例。

２．３　滤波更新

无论是对于有陀螺姿态确定系统还是无陀螺

姿态确定系统，观测模型不论是矢量观测模型，四

元数观测模型，还是欧拉角观测模型，均可直接给

出如下统一形式的滤波更新方程［１９］

Δ^Ｘ（＋）＝Ｋ 珓ｚ－^( )ｚ （６６）
Ｋ＝Ｐ（－）ＨＴ ＨＰ（－）ＨＴ＋[ ]Ｒ －１ （６７）
Ｐ（＋）＝ Ｉ－[ ]ＫＨ Ｐ（－） （６８）

其中，四元数采用如下形式进行更新

ｑ^＋ｒ→ｂ＝δｑ（Δ）ｑ^
－
ｒ→ｂ （６９）

对于有陀螺姿态确定系统，陀螺漂移更新方

程为

β^（＋）＝β^（－）＋Δβ^（＋） （７０）
对于无陀螺姿态确定系统，姿态角速度更新

方程为

ω^ｂ（＋）＝ω^ｂ（－）＋Δω^ｂ（＋） （７１）
当滤波器采用误差状态量作为滤波变量时，

每次滤波更新后，滤波器都必须重置，即令Δ^Ｘ（＋）
＝０６×１．

３　方差转换

上述Ｋａｌｍａｎ滤波得到的姿态方差阵是基于
姿态误差矢量Δ定义的，即

Ｐ＝ＥΔΔ{ }Ｔ （７２）
另一方面，根据对四元数运动学方程（５）积

分可得

Δｑ＝１２Ξ（ｑ）Δ，Δ＝２Ξ
Ｔ（ｑ）Δｑ （７３）

定义四元数方差阵Ｐｑｑ＝ＥΔｑΔｑ{ }Ｔ ，则可得

Ｐｑｑ＝
１
４Ξ（ｑ）ＰΞ

Ｔ（ｑ） （７４）

利用等式Δ＝２δ
～
可得误差四元数方差阵

与其矢部方差阵的关系

Ｐｑｑ＝Ξ（ｑ）Ｐ～～Ξ
Ｔ（ｑ） （７５）

欧拉角误差的方差阵与姿态方差阵的转换关

系见式（６５），利用该式在进行滤波时可实时计算
欧拉角误差的３σ边界。

因此，可利用Ｋａｌｍａｎ滤波中得到的姿态方差

阵Ｐ分别转化为四元数方差阵 Ｐｑｑ，欧拉角误差
方差阵Ｐθθ进行滤波性能综合评估。

４　结论

本文推导了具有一般形式的 ＭＥＫＦ姿态确
定算法，适用于航天器相对于任意已知参考坐标

系的姿态求解，设计了有陀螺和无陀螺两种姿态

确定方案，并系统研究了姿态敏感器常用的矢量

观测模型，四元数观测模型以及欧拉角观测模型。

主要结论如下：

（１）航天器相对于任意参考坐标系定义的四
元数运动学方程为线性方程，可以统一描述成方

程（７）的形式，且该方程适用于交会对接和编队
飞行中航天器间的相对姿态确定。

（２）当已知准确的参考坐标系旋转角速度
时，姿态误差矢量的线性化动力学模型具有一般

形式，均可等价于在惯性系下姿态误差矢量的动

力学模型。另外，可利用方程（１４）进一步研究参
考坐标系角速度未知的姿态估计问题。

（３）指出了国内不少文献中的基于欧拉角观
测模型的测量灵敏度矩阵的求解是不合理的。

（４）虽然有陀螺和无陀螺姿态确定方案中选
取的误差状态变量不一致，但本文从形式上推导

得到了基于 ＭＥＫＦ的姿态确定算法的一般性公
式。因此，基于本文的研究成果，可针对不同的任

务背景和姿态敏感器配置方案快速应用 ＭＥＫＦ
姿态确定算法，如基于多敏感器的联邦滤波器设

计，无陀螺姿态确定系统的轨道姿态一体化确

定等。
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