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多捐赠者肾脏调换问题

王　刚，骆志刚
（国防科技大学 计算机学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：用于器官移植的肾脏处于严重的短缺状态。为缓解这一问题，越来越多的国家开始实施各种形
式的肾脏调换计划。肾脏调换问题一般被建模为一个合作博弈（ＫｉｄｎｅｙＥｘｃｈａｎｇｅｇａｍｅ，ＫＥ）。其中的局中人
为病人及与其配型失败的捐赠者所构成的二元组。现实中不乏拥有多个配型捐赠者失败的病人。定义了多

捐赠者肾脏调换博弈（ＭｕｌｔｉＤｏｎｏｒＫｉｄｎｅｙＥｘｃｈａｎｇｅｇａｍｅ，ＭＤＫＥ），分析了其可行解及稳定解的结构，证明了
捐赠多颗肾脏无益于参与稳定调换，将ＴＴＣ算法、ＫＥ稳定解的ＮＰ难解性以及最大覆盖稳定解的不可近似性
拓展到ＭＤＫＥ。实验表明引入ＭＤＫＥ效果显著。
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　　肾脏移植是治疗肾衰竭尤其是晚期肾衰竭的
最佳措施。然而用于移植的肾脏却处于严重的短

缺状态。以美国［１］为例，截至２０１２年１０月，全美
共有９４３００位病人在排队等候肾脏移植。用于移
植的肾脏有两个来源：其一为生前签署过捐赠协

议的人过世之后所捐赠的尸体肾，其二为活人所

捐赠的活体肾。２０１１年美国实施了１１０００例尸
体肾移植手术及５８００例活体肾移植手术，而同期
仍有４７００人在等候肾脏的过程中死亡。在中国，
由于社会经济水准以及传统儒家文化的影响，签

署器官捐赠协议的人远较欧美国家稀少，待移植

肾脏短缺的状况也更加严重。有新闻报道：２０１１
年全国共实施肾移植手术约５０００例，而当前需要
肾移植手术的病人总数高达１００万！

活体肾的捐赠几乎全部都有特定的捐赠对象。

但由于免疫排斥反应的存在，此类手术常常无法顺

利实施。为缓解这一问题，医学界提出了活体肾脏

调换：与其捐赠对象配型失败的捐赠者们互相调换

捐赠对象。文献［２－３］引入了合作博弈模型
（ＫｉｄｎｅｙＥｘｃｈａｎｇｅｇａｍｅ，ＫＥ）来表示活体肾脏调
换。该模型已成为活体肾脏调换问题的标准模型。

一个可行的调换表现在图上就是一组顶点不交的

有向圈。文献［４］给出了判断一个给定调换是否
稳定的多项式时间算法。而稳定调换存在与否则

被证明是一个ＮＰ难解问题［５］。令人更加沮丧的

是：若Ｐ≠ＮＰ，则寻找能够给最多的病人调换到匹
配肾脏的稳定调换这一问题不存在近似比为ｎ１－ε

（ε＞０）的近似算法［６］。如果对任意病人而言都

没有匹配程度一致的肾脏，情形似乎有所简化。此

时稳定调换必然存在［７］，并且经典的 ＴＴＣ（Ｔｏｐ
ＴｒａｄｉｎｇＣｙｃｌｅｓ）算法［８］可在Ｏ（ｍ）（ｍ为博弈图所
含边数）时间内［９］找到一个稳定调换。

在一个可行的调换中，位于同一个调换圈上的

所有手术必须同时进行。否则，一旦某个捐赠者在

自己的捐赠对象已经得到他人的肾脏之后食言而

拒绝继续手术，将造成灾难性的后果：至少一个病
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人在没有得到肾脏的情况下失去了捐赠者！更有

甚者，食言的捐赠者还不会受到任何惩罚。其原因

在于人体器官交易在世界各国都是非法行为。用

于移植的活体器官都必须是赠送的礼物而非商品。

拒绝赠送承诺过的礼物虽不道德却不违法！

一个调换圈的长度越大，所涉及的医护人员、

医疗设备以及其它各种资源就越多，潜在的风险也

越高。所以在各国现已付诸实施的调换计划中，以

两两对换最为常见，间或允许圈长为３的调换。学
术界针对限制圈长的肾脏调换问题也开展了研究，

证明了如３路稳定２路调换（３－ｗａｙｓｔａｂｌｅ２－ｗａｙ
ｅｘｃｈａｎｇｅ，意指阻塞圈长≤３、调换圈长≤２）［１０］、３
路调换［１１－１２］、有向三部图上的 ３路稳定 ３路调
换［１３］等一批问题的ＮＰ完全性。文献［１１］还证明
了强稳定３路调换具有

!

Ｐ完全计数复杂性。
在ＫＥ模型中，每个局中人代表一个“病人—

捐赠者”对，因此也就默认一个病人仅有一个捐赠

者。但是现实生活中一个病人有多位配型失败捐

赠者的情形并非罕见。此类病人应该有更多的机

会得到匹配的肾脏。但其优势在 ＫＥ中未能得到
体现。此外，允许多位捐赠者同时捐赠肾脏是否可

能为本来无法得到肾脏的病人带来参与调换的机

会？是否可能为病人带来得到匹配程度更好的肾

脏的机会？为了回答这些问题，本文将ＫＥ模型推
广到允许多捐赠者的情形。

１　多捐赠者肾脏调换博弈模型

定义１　多捐赠者肾脏调换博弈（ＭｕｌｔｉＤｏｎｏｒ
ＫｉｄｎｅｙＥｘｃｈａｎｇｅｇａｍｅ，ＭＤＫＥ）是一个三元组 Γ＝
（β，Ｄ，Ｏ），其中β＝｛＜ｐｉ，ｄｉ１，ｄｉ２，… ＞：ｉ∈［ｎ］｝是
由病人及其捐赠者组成的多元组的集合，Ｄ是以β
中病人和捐赠者为顶点的有向图，其有向边集

Ａ（Ｄ）之中包含两类有向边：｛（ｐｉ，ｄｉｊ）：ｉ∈［ｎ］｝和
｛（ｄｉｊ，ｐｋ）：ｄｉｊ捐赠的肾脏与ｐｋ匹配｝，而Ｏ＝｛ｉ：ｉ
∈［ｎ］｝为ｐｉ内邻域Ｎ

－
Ｄ（ｐｉ）上的全序的集合。

（１）Γ的可行解是指Ｄ的满足下述条件的生
成子图：

① ｐｉ，ｄ
－（ｐｉ）＝０ｄ

＋（ｐｉ）＝０，
② ｄｉｊ，ｄ

＋（ｄｉｊ）＝ｄ
－（ｄｉｊ）；

（２）可行解的覆盖数是指其中入度为１的病
人数量；

（３）称（Ｎ－Ｄ（ｐｉ），ｉ）中存在纠结 （ｔｉｅ）是指
ｊ，ｋ∈Ｎ－Ｄ（ｐｉ）满足ｊｉｋ且ｋｉｊ，记为ｊ～ｉｋ。

图１是博弈图Ｄ的一例局部示意。
在一个可行的 ＭＤＫＥ调换中，没有得到匹配

肾脏的病人当然不可能允许其捐赠者将肾脏捐与

图１　ＭＤＫＥ模型（圆点表示病人，方块表示捐赠者）
Ｆｉｇ．１　ＴｈｅＭＤＫＥｍｏｄｅｌ（ａｄｏｔｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓａｐａｔｉｅｎｔ，

ａｓｑｕａｒｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓａｄｏｎｏｒ）

他人，所以有 ｄ－（ｐｉ）＝０ｄ
＋（ｐｉ）＝０。可以看

出，得到肾脏的病人可能允许零至多个捐赠者捐

赠肾脏。而ｄ＋（ｄｉｊ）＝ｄ
－（ｄｉｊ）是说捐赠者只有在

获得其病人的许可之后才捐赠其肾脏。见表１。

表１　ＭＤＫＥ可行解中的捐赠者
Ｔａｂ．１　ＤｏｎｏｒｓｉｎａｆｅａｓｉｂｌｅＭＤＫＥｓｏｌｕｔｉｏｎ

ｄｉｊ的

入度

ｄｉｊ的

出度
意　　义

０ ０ ｄｉｊ未得ｐｉ许可，ｄｉｊ不捐肾脏。合理

０ １ ｄｉｊ未得ｐｉ许可，ｄｉｊ捐赠肾脏。非法

１ ０ ｄｉｊ得到ｐｉ许可，ｄｉｊ不捐肾脏。无效

１ １ ｄｉｊ得到ｐｉ许可，ｄｉｊ捐赠肾脏。合理

　　博弈图Ｄ中病人ｐｉ的内邻域Ｎ
－
Ｄ（ｐｉ）为所有

与其配型成功的（其他病人的）捐赠者的集合。

依据匹配程度的高低，ｐｉ构造全序ｉ。而全序中

的纠结表明存在匹配程度一致的肾脏。

定义２　设 ＭＤＫＥ的两个可行解 Ｓ１、Ｓ２中包
含病人ｐｉ的连通分支 Ｂ１、Ｂ２为非空图，则病人 ｐｉ
偏好Ｂ１甚于Ｂ２，从而Ｓ１甚于Ｓ２，记为Ｓ１ｉＳ２，是
指下列三个情形之一成立：

（１）ｄ＋Ｂ１（ｐｉ）＜ｄ
＋
Ｂ２（ｐｉ）；

（２）ｄ＋Ｂ１（ｐｉ）＝ｄ
＋
Ｂ２（ｐｉ）且 ｄＢ１ｉｄＢ２，其中 ｄＢ１、

ｄＢ２分别表示 Ｂ１、Ｂ２中将其肾脏移植给 ｐｉ的捐
赠者；

（３）ｄ＋Ｂ１（ｐｉ）＝ｄ
＋
Ｂ２（ｐｉ）、ｄＢ１～ｉｄＢ２且｜Ｂ１｜＜｜Ｂ２｜，

其中｜Ｂ１｜、｜Ｂ２｜分别表示两个连通分支的规模。
当Ｂ１不是空图而Ｂ２是空图时，规定Ｓ１ｉＳ２。
定义２显然是一个字典序。在能够得到肾脏

的前提下，病人的关注以其捐赠者所捐肾脏的数

量为首，自己所得肾脏的优劣次之，所在调换分支

的规模最后。

定义３　 （联盟与核心）
（１）β的基数不小于２的子集称为联盟；
（２）联盟Ｓβ阻塞（ｂｌｏｃｋ）可行解 π是指存

在可行解σ，使得Ｓ恰为 σ的某个连通分支的顶
点集，且对于其中的任意病人ｐｉ，恒有σｉπ；

（３）称可行解的阻塞联盟为极小的是指其任

·３３１·
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意真子集均非阻塞联盟；

（４）不会被任何联盟所阻塞的可行解称为稳
定解；

（５）博弈Γ的核心Ｃｏｒｅ（Γ）是指其所有稳定
解的集合。

在不致引起混淆的情况下，病人的集合、病人

及其部分捐赠者的集合也可称为联盟。

２　解的结构

定理１　ＭＤＫＥ可行解的每个连通分支，或
者是一个孤立点，或者是若干棵其根被一个有向

圈串联的有向树。

证明　没有得到肾脏，因而也无捐赠者捐出肾
脏的病人及其捐赠者在ＭＤＫＥ可行解中为孤立点。

其病人得到了肾脏却无须捐赠肾脏的捐赠者

也是ＭＤＫＥ可行解中的孤立点。
对于 ＭＤＫＥ可行解的一个非空图连通分支，

任选其中一条有向边进行回溯。若该有向边是由

某病人指向其捐赠者，则由 ＭＤＫＥ可行解的定义

可知，该病人必然得到了其他捐赠者的肾脏。若该

有向边是由某捐赠者指向一个病人，则该捐赠者必

然得到了其病人的许可。所以无论哪种情形，回溯

都是可行的，也是唯一的。因为病人、捐赠者的数

量有限，若干步回溯之后必然到达某个已经访问过

的顶点，从而得到一个有向圈。该有向圈上的顶点

是病人及其一个捐赠者的交错序列。

此外，尚可断言：ＭＤＫＥ可行解的每个非空图
连通分支仅包含一个有向圈。反证法。假设某连

通分支包含两个有向圈。当两个圈仅有公共点时，

无论公共点是病人还是捐赠者，其入度均为２，与
ＭＤＫＥ可行解的定义不符。如图２（ａ）、（ｂ）。当两
个圈有公共边时，任取其中一条公共路径，则该路

径的起点入度为２，同样矛盾。如图２（ｃ）、（ｄ）。
当两个圈没有公共边时，由于它们属于一个连通分

支，故各至少包含一个点互相连通。设连接两点的

路径上含于两个圈的最后端点分别为ｖ１、ｖ２。则无
论ｖ１、ｖ２都是病人、都是捐赠者还是病人、捐赠者各
一，均导致矛盾。如图２（ｅ）、（ｆ）、（ｇ）。

图２　ＭＤＫＥ可行解的每个连通分支至多包含一个圈
Ｆｉｇ．２　ＥａｃｈｃｏｎｎｅｃｔｅｄｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆａｆｅａｓｉｂｌｅＭＤＫＥｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｎｔａｉｎｓａｔｍｏｓｔｏｎｅｃｙｃｌｅ

　　对于 ＭＤＫＥ可行解的非空图连通分支，删除
其中唯一的一个有向圈之后，剩余部分各顶点入

度至多为１并且不含有向圈，从而必为有向森林。
由ＭＤＫＥ可行解的定义，该有向森林中的每棵有
向树与有向圈连接的唯一可行方式为其根结点为

有向圈上某病人的捐赠者。 □
在接下来的论述中，称定理１中 ＭＤＫＥ可行

解的第二种连通分支为圈状树丛。图３为一个圈
状树丛示例。

图３　圈状树丛
Ｆｉｇ．３　Ｃｙｃｌｅｓｈａｐｅｄｇｒｏｖｅ

定理２　ＭＤＫＥ的任意稳定解均由顶点不交

的有向圈、孤立点组成。

证明　证明稳定解中的圈状树丛必为有向圈
即可。

反证法。假设圈状树丛的树丛部分非空，则

圈状树丛中位于有向圈上的病人构成了该连通分

支的一个阻塞联盟。任取有向圈中的病人 ｐｉ，考
虑删除圈状树丛中各有向树的操作（保留其位于

圈上的树根）。若ｐｉ不是任何一棵树的树根则此
操作将使ｐｉ所在分支规模减小，从而更加稳定。
若ｐｉ是某棵树的树根，则此操作不仅使ｐｉ所在分
支规模减小，也减小了其出度，当然更加稳定。□

回顾ＭＤＫＥ中病人评价可行解时所关注的
三个因素：其捐赠者所捐肾脏的数量；所得肾脏的

优劣；所在调换分支的规模。关注所得肾脏的优

劣甚于调换分支的规模是一种合乎常理的偏好。

定义２将捐赠者所捐肾脏的数量作为首要因素考
虑则未必总是与实际情形一致。但有如下结论：

定理３　对病人而言，许诺捐赠多颗（而不是
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一颗）肾脏以便参与稳定调换或者参与更好的稳

定调换（得到更好的肾脏或者参与更小的调换

圈）是不可行的。

证明　在定理２的证明中，删除圈状树丛中
各有向树这一操作处于核心位置。该操作与病人

所捐肾脏的数量及其所得肾脏的优劣无关。因

此，无论此二因素何者优先，ＭＤＫＥ稳定解的结构
保持不变。 □

３　扩展ＴＴＣ算法

ＴＴＣ算法最初于文献［８］中被用于求解住房

分配问题的稳定解。它通过简单的贪心策略得到

一系列调换圈。文献［１４］对其描述与文献［８］有
所不同：调换圈被划分了批次，批次内的圈生成顺

序任意，批次间的圈则必须先后生成。如此则算

法理解起来更直观，代价是较复杂的实现及较低

的运行效率。而文献［７］则称 ＴＴＣ算法为
ＢＳＴＡＢＬＥ。

以文献［８］中的 ＴＴＣ算法为基础加以修改，
使之适用于无纠结 ＭＤＫＥ。完整描述见算法 １。
为分析该算法，需若干准备工作。

算法１．扩展ＴＴＣ算法

输入：无纠结多捐赠者肾脏调换博弈Γ
输出：Γ的一个可行解π＝Ｃ１Ｃ２…Ｃｒ
１：　Ｄ′＝Ｄ，轮数ｒ＝０
２：　ｗｈｉｌｅＤ′≠ｄｏ
３：　　ｒ＋＋
４：　　任选病人ｐ０∈Ｄ′

５：
　
　

　　病人ｐ０选择Ｎ
－
Ｄ′（ｐ０）中其最偏好的捐赠者ｄ１，ｄ１回溯到其病人ｐ１，ｐ１选择Ｎ

－
Ｄ′（ｐ１）中其最

偏好的捐赠者ｄ２，ｄ２回溯到其病人ｐ２，如此递推，直至当前病人ｐｋ最偏好的捐赠者ｄｋ＋１对
应的病人ｐｋ＋１∈｛ｐ０，ｐ１，…，ｐｋ｝或者Ｎ

－
Ｄ′（ｐｋ）＝。

６：　　ｉｆ得到了有向圈Ｃｔｈｅｎ
７：　　　Ｃｒ＝Ｃ
８：　　ｅｌｓｅ
９：　　　Ｃｒ＝｛ｐｋ｝
１０：　　ｅｎｄｉｆ
１１：　　在Ｄ′中删除位于圈Ｃｒ中的病人及其所有捐赠者
１２：　ｅｎｄｗｈｉｌｅ

　　定义４　ＭＤＫＥ的第一偏好图是指博弈图 Ｄ
的满足下述条件的子图：

（１）ｐｉ，若Ｎ
－
Ｄ（ｐｉ）≠，则仅保留其中ｐｉ最

偏好的捐赠者指向ｐｉ的有向边；
（２）ｄｉｊ，若 ｄ

＋（ｄｉｊ）＝１则 ｄ
－（ｄｉｊ）＝１，否

则将其删除。

不同于ＭＤＫＥ的可行解，第一偏好图未必是
博弈图Ｄ的生成子图。它包含所有的病人顶点，
而为每个病人保留至多一个捐赠者顶点。一个确

定的ＭＤＫＥ有唯一确定的第一偏好图。
引理１　第一偏好图的连通分支或者为有向

树，或者为圈状树丛。

证明　依然任选病人为起点，在第一偏好图
上进行逆向追溯，直至无法继续追溯或者回到曾

经经过的顶点。详细过程与定理１的证明类似，
此处不再详述。 □

定理４　扩展ＴＴＣ算法所得可行解是唯一的。
证明　算法１的任意执行都得到一组顶点不

交的有向圈。它们显然都是可行解。不难看出，

算法１的执行均在第一偏好图内进行。

由引理１，行４所选择的病人ｐ０，在第一偏好
图中其所在连通分支或为有向树，或为圈状树丛。

若为前者，则行５的执行必将回溯到该树的树根，
然后执行９。若为后一情形，则行５将得到圈状
树丛中的有向圈，然后跳转到行７。所以在第一
偏好图的同一连通分支内部选择不同的病人作为

ｐ０，其执行结果相同。
行１１删除圈 Ｃｒ，对应于在第一偏好图中删

除有向树的树根或者圈状树丛中的有向圈，将导

致若干棵新的有向树的生成。这些树的树根，称

为活跃病人。由于活跃病人须更新其第一偏好捐

赠者，这些新生成的有向树将单独或相互结合形

成新的有向树或者圈状树丛，也可能附着到现有

的连通分支之上。需注意的是，如果附着点位于

现有有向树的树根或者圈状树丛的有向圈部分，

则当行１１执行到该连通分支的时候，这些树根被
重新激活成为活跃病人。

设第一偏好图中有算法１顺次处理的两个连
通分支Ａ、Ｂ。接下来证明无论先后次序如何，执
行结果一致。现设执行顺序为先Ａ后Ｂ。任取一
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棵处理Ａ之后所生成的有向树 Ｔ。则当且仅当 Ｔ
的附着点位于 Ｂ的树根（若 Ｂ为有向树）或者有
向圈（若Ｂ为圈状树丛）的时候，将Ｂ提到Ａ之前
才会对Ｔ产生影响。先 Ａ后 Ｂ，则位于 Ｔ根处的
病人最偏好的捐赠者分两次延后一名。先 Ｂ后
Ａ，则是一次延后两名。两者结果是一致的。

在组合学中我们知道任意两个同级排列都可

经过一些对换互变，证明完毕。 □
ＭＤＫＥ可行解的阻塞联盟关于集合的真包含

关系形成一个严格偏序集。所以一个可行解存
在阻塞联盟当且仅当其存在极小阻塞联盟。

引理２　极小阻塞联盟必为有向圈。
证明　由定义２知，孤立点无法阻塞任何可

行解。若阻塞联盟所在的连通分支为圈状树丛，

且其树丛部分非空，则由定理２的证明可知，其所
包含的有向圈也是一个阻塞联盟。 □

一个调换圈可能包含另一个调换圈为其真子

集，所以引理２的逆命题不成立。
定理５　扩展ＴＴＣ算法给出无纠结ＭＤＫＥ的

一个稳定解。

证明　记算法１所得结果为 π＝Ｃ１Ｃ２…Ｃｒ。
各圈的生成次序如其下标所示。设圈Ｓ为阻塞π
的一个极小阻塞联盟，ｊ＝ｍｉｎ｛ｉ：　ｉ∈［ｒ］，Ｃｉ∩Ｓ
≠｝。任取病人 ｘ∈Ｃｊ∩Ｓ，则 ｄ

＋
Ｓ（ｘ）＝ｄ

＋
Ｃｊ（ｘ）＝

１。又因为ＳＣｊ∪Ｃｊ＋１∪…∪Ｃｒ，而 ｘ在 Ｃｊ中所
得肾脏已经是其当前最偏好的一个，注意到此

ＭＤＫＥ中无纠结，所以有 ｄＳ～ｘｄＣｊ。如此回溯可
得Ｓ＝Ｃｊ，与Ｓ阻塞π矛盾。 □

扩展ＴＴＣ算法的时间复杂度仍为Ｏ（ｍ）。鉴
于ＴＴＣ算法仅适用于无纠结情形，文献［１４］提议
通过规定优先次序的方法破解纠结，使之适用于

一般的住房市场。但对某些包含纠结的实例［１５］，

无论怎样破解纠结，ＴＴＣ算法给出的解都不是最
优的。此结论同样适用于算法１。

４　稳定解的难解性

如前所述，ＭＤＫＥ稳定解中的有向圈是病人及
其一个捐赠者所构成的交错序列。考虑ＭＤＫＥ稳
定解中有向圈上的一个３顶点有向链ｐｉ→ｄｉｊ→ｐｋ。
若该解是由扩展ＴＴＣ算法所得，则ｄｉｊ虽然未必是
ｐｋ内邻域中的最佳匹配者，但却一定是 ｐｉ外邻域
中与ｐｋ匹配程度最佳的一个。在一般的稳定解中
情形可能并非如此。其原因在于定义３中的稳定
性是一种弱稳定：两个包含相同病人集合的调换

圈，只要各含相异病人符合上述条件，则它们的稳

定性不可比较。若以ｐｉ外邻域中与ｐｋ匹配程度最

佳的捐赠者替换 ｄｉｊ，则得到一个新的稳定解。对
一个稳定解中的每个病人执行该替换，记为 Ｒ１。
它是一个从Ｃｏｒｅ（Γ）到Ｃｏｒｅ（Γ）的映射。借助Ｒ１，
可将ＫＥ模型的一些复杂性结论拓展到ＭＤＫＥ。

定理６　对于ＭＤＫＥ，其稳定解的存在性是一
个ＮＰ难解问题，且ε＞０，寻找覆盖最多病人的
稳定解这一问题没有近似比为ｎ１－ε的近似算法。

证明　考虑 ＫＥ模型的如下多捐赠者扩展：
将每个病人的多个捐赠者看作一个虚拟捐赠者；

每个局中人代表一个病人及其虚拟捐赠者；局中

人ｐｔ对局中人ｐｒ的偏好程度等于ｐｔ与ｐｒ所有捐
赠者的匹配程度的最佳值。

映射Ｒ１的像 Ｒ１（Ｃｏｒｅ（Γ））与上述扩展 ＫＥ
的核心之间显然存在简单的双射对应，记为 Ｒ２。
从ＭＤＫＥ核心到扩展ＫＥ核心的复合映射 Ｒ２°Ｒ１
是一个满射。所以 ＭＤＫＥ稳定解的存在性等价
于扩展ＫＥ稳定解的存在性。而单捐赠者 ＫＥ显
然是带虚拟捐赠者的扩展 ＫＥ的子问题，关于其
稳定解存在性的 ＮＰ难解性论断也适用于后者，
从而也适用于ＭＤＫＥ。

注意到Ｒ１、Ｒ２均为覆盖数相同的解之间的变
换。所以单捐赠者ＫＥ的ｎ１－ε的不可近似性也适
用于ＭＤＫＥ。 □

５　实验

为检验将 ＫＥ拓展到 ＭＤＫＥ的效果，本节进
行一组仿真实验。

首先生成标准的ＫＥ实例，然后将其拓展到分
别有２０％、４０％和６０％的病人拥有２名捐赠者的
ＭＤＫＥ实例。所有实例均含８０名病人。ＴＴＣ算法
所得稳定解未必有最大覆盖，但其运行结果足以展

示将ＫＥ拓展到ＭＤＫＥ所产生的效果。关于病人
与捐赠者的配型，本实验采用文献［１２］中的３种模
型进行模拟。在随机图模型中，任意病人与任意捐

赠者的配型存在一个固定的拒绝概率 ｒ（０．３、０．５
或０．７）。在ＡＢＯ模型中，血型作为一个影响配型
的因素被考虑进来。任意的人，无论是病人还是捐

赠者，其血型依据表２所示概率分布随机生成。若
捐赠者的血型和病人的血型不冲突，则两者以１－ｒ
的概率成功配型。在ＡＢＯ２模型中，病人和捐赠者
的血型分布取自表３。其中数据特别考虑了Ｏ型

表２　ＡＢＯ模型中的血型分布［１２］

Ｔａｂ．２　ＢｌｏｏｄｔｙｐｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒＡＢＯｍｏｄｅｌ

血型 Ｏ Ａ Ｂ ＡＢ

频率（％） ４８ ３４ １４ ４
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表３　ＡＢＯ２模型中的血型分布［１２］

Ｔａｂ．３　ＢｌｏｏｄｔｙｐｅｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｆｏｒＡＢＯ２ｍｏｄｅｌ

频率（％）
捐赠者

Ｏ
捐赠者

Ａ
捐赠者

Ｂ
捐赠者

ＡＢ

病人Ｏ １４．０ ３７．８ １２．０ ２．０

病人Ａ ６．３ ６．８ ５．１ ２．８

病人Ｂ ２．４ ６．１ １．２ ２．１

病人ＡＢ ０．５ ０．５ ０．２ ０．１

血捐赠者可将肾脏捐与任意血型的病人，而Ｏ型

病人仅能接受来自 Ｏ型血捐赠者这一情况，因而
较表２更加贴近实际。所有实验均重复１０００次取
平均值。实验结果见表４。

实验显示，无论何种模型，也无论拒绝概率大

小，将ＫＥ拓展到ＭＤＫＥ之后，ＴＴＣ算法下的平均
覆盖率均有提高，且在最接近真实情况的 ＡＢＯ２
模型中提高程度最显著。拥有多位捐赠者的病人

所占比例越高，得到合适肾脏的病人的比例也越

高。这与我们的预期一致。

表４　包含８０名病人的ＫＥ及ＭＤＫＥ实例中ＴＴＣ算法的平均覆盖率（％）
Ｔａｂ．４　ＡｖｅｒａｇｅｃｏｖｅｒｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｏｆＴＴＣｆｏｒＫＥａｎｄＭＤＫＥｓａｍｐｌｅｓｗｉｔｈ８０ｐａｔｉｅｎｔｓ（％）

随机图ｒ ＡＢＯｒ ＡＢＯ２ｒ
０．３ ０．５ ０．７ ０．３ ０．５ ０．７ ０．３ ０．５ ０．７

ＫＥ ９８．７１ ９７．６８ ９５．５０ ７７．８７ ７６．２０ ７２．３３ ４４．６６ ４２．２６ ３８．０５
ＭＤＫＥ０．２ ９８．７１ ９７．８７ ９５．７１ ８０．４９ ７８．９３ ７５．２６ ４８．２９ ４６．１１ ４２．１１
ＭＤＫＥ０．４ ９８．７８ ９７．９３ ９５．７９ ８３．２６ ８１．６５ ７８．３９ ５２．０８ ５０．１６ ４６．２９
ＭＤＫＥ０．６ ９８．８０ ９８．０１ ９６．１４ ８６．０１ ８４．７１ ８１．５９ ５６．０７ ５３．８３ ５０．４３

６　结束语

本文通过对标准肾脏调换模型进行拓展，解

决了包含多捐赠者病人的肾脏调换有效表示的问

题，证明了单捐赠者肾脏调换问题的一些算法和

复杂性结论依然适用，并且指出在仅考虑稳定解

的条件下，拥有多个捐赠者所能带来的相对优势

是相当有限的。所做实验表明允许单病人多捐赠

者可有效提高病人得到匹配肾脏的几率。

对于一个由多个顶点不交有向圈构成的稳定

调换，同一个圈中的手术同时进行，可以有效避免

有人食言，但是不同圈中的手术先后进行是不可

避免的。此时仍然面临下述问题：对于一个确定

的肾脏调换问题实例，完成一个圈的手术之后稳

定解的稳定性保持不变，但现实中随着现有病人

的逝去及新病人的加入，这一论断未必成立。办

法之一是放弃静态的离线分析，而以动态的在线

分析取而代之。此外也可考虑不完全公开病人之

间的匹配信息。这样不仅可以更好地保护病人的

隐私，也可以更加从容地考虑社会效用最大化的

最大覆盖调换。此时拥有多个捐赠者的病人的优

势可能会更加明显。需注意的是病人之间的匹配

信息可能牵扯到收治病人的医院以及可能存在的

本地肾脏调换机构等第三方。需要仔细设计不完

全信息博弈的机制，以抑制第三方为了自身利益

而破坏调换的冲动。
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