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应用于四旋翼无人机角速度估计的几何滑模观测器设计

安宏雷，李　杰，王　剑，王建文，马宏绪
（国防科技大学 机电工程与自动化学院，湖南 长沙　４１００７３）

摘　要：对四旋翼无人机的角速度进行估计时，传统的基于单位四元数的滑模观测器需要引入强制比例
重调，因而影响了跟踪精度。提出一种基于数值积分的李群方法的滑模观测器设计框架。该算法基于等变

映射思想，在齐性流形空间的等价李代数空间中设计滑模反馈，从而避免了直接在流形空间中设计反馈的复

杂性，并消除了传统方法在每个积分步骤中强制加入的比例重调，提高了观测器的跟踪性能。仿真结果表

明，几何滑模观测器算法可以有效地对四旋翼无人机的角速度进行估计。
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　　姿态控制在飞行器、卫星和水下机器人控制
等领域中都有非常重要的应用［１－５］。以四旋翼无

人机为例，由于飞行器的欠驱动特性，位置外环通

常在姿态内环的基础上实现［６－７］，因此姿态控制

的性能对飞行器的性能有着重大影响。

多数姿态控制算法都需要姿态和角速度信

息，这些信息的测量通常结合了多种传感器，并通

过估计技术得到。然而建造微小型系统（如微型

四旋翼飞行器，小型卫星等）的趋势下，受限于成

本和体积的限制，通常将角速度测量设备

取消［９－１０］。

滑模观测器利用非光滑反馈，可以对带匹配

干扰的系统进行状态估计［８－９］。同时，相比较传

统的ＥＫＦ滤波器，滑模观测器的计算负担更小。
在姿态和角速度估计算法中，姿态表示是一

个基础性问题［１３－１４］。姿态的最小坐标表示，如欧

拉角、罗德里格斯参数、改进的罗德里格斯参数

等，通常会遇到几何奇异性问题（运动学奇异）。

单位四元数是近年来被广泛使用的姿态表示方

法，是使用最小可能数目的元素对姿态流形进行

全局表示的方法。相比较传统的姿态矩阵，单位

四元数的群运算和微分算法都更加简单。

传统基于单位四元数表示的观测器设计方法

通常将单位四元数作为代数工具使用，而没有考

虑单位四元数的几何结构。然而，在基于单位四

元数表示的运动学方程构造的观测器中使用传统

的数值积分方法（欧拉法、ＲＫ方法等）无法保持
流形结构，也就是说，每一个离散步骤得到的下一

时刻的积分结果并不处于原始流形上，而必须额

外加入比例重调的过程。由于比例重调的过程是

强制加入的，因此会降低观测器的跟踪性能。为

了解决这个问题，基于单位四元数空间是一个李

群这一事实，本文将数值积分的李群方法应用到

基于单位四元数表示的滑模观测器的设计中，给
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出了实现单位四元数流形上的滑模观测器的数值

方法。通过将流形上的微分方程与其李代数上的

微分方程等价，首先在李代数空间（等价 Ｒ３空
间）中设计反馈，然后将李代数空间中的演化量

变换到流形空间中，最后计算流形在下一时刻的

估计值。

因此本文的主要贡献为：（１）基于数值积分
的李群方法，提出了一种滑模观测器设计框架。

在此框架中，反馈在向量空间中构建，因此避免了

强制的比例重调过程。（２）设计了二阶几何滑模
姿态观测器，使用单位四元数表示的姿态信息对

角速度进行估计。

１　四旋翼无人机动力学模型

１．１　单位四元数运动学

定义：一个单位四元数 ｑ是一个模为一的复
数，可以被看作单位球面Ｓ３上的点：

ｑ＝ｑ０＋ｑ１ｉ＋ｑ２ｊ＋ｑ３ｋ （１）
其中ｑ２０＋ｑ

２
１＋ｑ

２
２＋ｑ

２
３＝１。

令 珓ｑ表示其向量部分，即 珓ｑ＝ｑ１ｉ＋ｑ２ｊ＋ｑ３ｋ，
则单位四元数可写为下面的形式

ｑ＝（ｑ０，珓ｑ） （２）
给定一个单位四元数，该单位四元数与旋转

变换有如下对应关系：

Ｒ（ｑ０，珓ｑ）＝（ｑ
２
０－珓ｑ

Ｔ珓ｑ）Ｉ＋…２ｑ０Ｓ（珓ｑ）＋２珓ｑ珓ｑ
Ｔ（３）

其中

Ｓ（珓ｑ）＝

０ －ｑ３ ｑ２
ｑ３ ０ －ｑ１
－ｑ２ ｑ１









０

（４）

注意到，Ｒ（ｑ０，珓ｑ）＝Ｒ（－ｑ０，－珓ｑ），因此单位
四元数表示的单位球面 Ｓ３是 ＳＯ（３）的双覆盖。
使用单位四元数的角度形式将更清楚地看到这一

问题。欧拉定理表明，空间中任意一个旋转变换

都可以通过绕一个特征轴ｎ（单位矢量）旋转一个
角度θ得到，该变换对应的单位四元数为：

ｑ＝（ｃｏｓ（θ／２），ｓｉｎ（θ／２）ｎ）
θ∈［０，２π］ （５）

可以直观地看到，一个绕一个特征轴 ｎ旋转
一个角度θ（０≤θ≤２π）的变换总可以通过绕特征
轴－ｎ反向旋转２π－θ实现。

给定两个单位四元数 ｑ１＝（ｑ１０，珓ｑ１）和 ｑ２＝
（ｑ２０，珓ｑ２），定义单位四元数乘法：

ｑ１ｑ２＝
ｑ１０ｑ２０－珓ｑ

Ｔ
１珓ｑ２

ｑ１０珓ｑ２＋ｑ２０珓ｑ１＋Ｓ（珓ｑ１）珓ｑ[ ]
２

（６）

单位四元数乘法与旋转矩阵乘法是等价的。

若ｑ１和ｑ２分别对应 ＳＯ（３）中的旋转矩阵 Ｒ１和
Ｒ２，有如下对应关系：

Ｒ１Ｒ２±ｑ１ｑ２
Ｒ１ｖｑ１珋ｖｑ１ （７）

其中 珋ｖ＝（０，ｖ）。
单位四元数的时间导数由四元数传导法则

（ｑｕａｔｅｒｎｉｏｎｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｒｕｌｅ）给出：

ｑ·＝１２ｑ珔ｗ （８）

１．２　系统模型

为了建立四旋翼飞行器系统的动力学方程，

必须首先建立坐标系。本文使用两个坐标系，即

惯性坐标系和体坐标系。如图１所示，体坐标系
Ｏｂ－ＸｂＹｂＺｂ中心位于飞行器十字梁的交叉处，Ｘ
轴方向指向一号螺旋桨，Ｚ轴方向垂直十字梁平
面，Ｙ轴与Ｚ轴和Ｘ轴成右手坐标系。

图１　四旋翼飞行器坐标系统
Ｆｉｇ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｒａｍｅｓｏｆｑｕａｄｒｏｔｏｒ

四旋翼飞行器动力学模型的建立基于两个

假设：

（１）飞行器除螺旋桨高速旋转外，其余均固
连在一起，而螺旋桨质量很轻可以忽略不计，因此

假设飞行器机体是一个刚体；

（２）其次，不考虑飞行器机构设计和安装的
微小误差，认为飞行器机体是对称分布的。

基于刚体假设，可以基于牛顿 －欧拉方程和
四元数运动学建立下面的数学模型：

Ｊｗ＝Ｍ－ｗ×（Ｊｗ） （９ａ）

珓ｑ
·

＝１２（ｑ０Ｉ＋Ｓ（珓ｑ））ｗ

ｑ０＝－
１
２珓ｑ

Ｔ{ ｗ
（９ｂ）

模型中ｑ＝［ｑ０　珓ｑ
Ｔ］Ｔ表示体坐标系的姿态

·６６１·
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四元数，ｗ为体坐标系下的角速度，Ｍ则表示飞
行器受到的合外力矩。

由第二个假设，四旋翼飞行器四个螺旋桨的

推力ｆｉ（ｉ＝１，２，３，４）与在机体坐标系下表示的等
效推力ｆ和力矩Ｍｉ（ｉ＝１，２，３）有如下关系：

ｆ
Ｍ１
Ｍ２
Ｍ













３

＝

１ １ １ １
０ ｄ ０ －ｄ
－ｄ ０ ｄ ０
－ｃτｆ ｃτｆ －ｃτｆ ｃτ











ｆ

＝

ｆ１
ｆ２
ｆ３
ｆ













４

（１０）

其中，ｄ为螺旋桨距十字中心的距离，ｃτｆ为螺旋桨
的力矩＼推力比率。

我们的模型中没有包含低速下为微小量的空

气动力项，Ｍ 只包含了三轴控制力矩 Ｍ１，Ｍ２，
Ｍ３，即

Ｍ＝［Ｍ１　Ｍ２　Ｍ３］
Ｔ （１１）

２　滑模角速度观测器设计的李群方法

单位四元数空间是一个非线性流形 Ｓ３，在 Ｓ３

流形上直接使用经典的数值积分方无法保守原始

流形的初始结构，因此必须加入比例重调过程。

为了解决这个问题，参考文献［１８－１９］基于等变
映射的思想，将齐性流形上的微分方程变换为李

代数上的等价微分方程。在等价李代数空间中设

计增量，并进而获得流形空间中的积分。基于这

一思想，本文为四旋翼无人机设计了用于角速度

估计的几何滑模观测器。

２．１　数值积分的李群方法

作为观测器设计的基础，本节给出数值积分

的李群方法的主要思想，更详细的内容参考文

献［１８－１９］。
定义１　（等变映射）令Ｍ和Ｎ为两个流形，

并令Ｇ为作用在 Ｍ和 Ｎ上的李群，其中 Ｇ在 Ｍ
上的作用为Φｇ：Ｍ→Ｍ，Ｇ在 Ｎ上的作用为 Ψｇ：Ｎ
→Ｎ。如果光滑映射ｆ：Ｍ→Ｎ满足

ｆ°Φｇ＝Ψｇ°ｆ （１２）
则称ｆ为相对于Φｇ和Ψｇ的等变映射。
图２给出了更直观的等变映射满足的变换

关系

Ｍ →
ｆ

Ｎ

Φｇ↑ ↑Ψｇ

Ｍ →
ｆ

Ｎ

图２　流形上的等变映射
Ｆｉｇ．２　Ｅｑｕｉｖａｒｉａｎｔｍａｐｏｎｍａｎｉｆｏｌｄｓ

由流形上的李群作用Φ：Ｇ×Ｍ→Ｍ，对于每个ｇ∈

Ｇ和 ｍ∈Ｍ，令 Φｇ：Ｍ→Ｍ表示光滑映射 ｍ→
Φ（ｇ，ｍ），Φｍ：Ｇ→Ｍ表示光滑映射 ｇ→Φ（ｇ，ｍ）。
则Φｍ：Ｇ→Ｍ是相对于 Ｇ的左变换 Ｌｇ和光滑映
射Φｇ的等变映射

Φ°ｍＬｇ＝Φ°ｇΦｍ （１３）
令ｆ：ｇ→Ｇ为Ｇ上的光滑可逆局部坐标映射，

通常为指数映射 ｅｘｐ。这里，通过构造李代数 ｇ
上的左作用Ｂｇ使

ｆ°Ｂｇ＝Ｌｇ°ｆ （１４）
成立，这样ｆ就是相对于作用Ｂｇ和李群Ｇ上的作
用Ｌｇ的等变映射。

当ｆ为指数映射时，Ｂｇ就是著名的 Ｂａｋｅｒ
ＣａｍｐｂｅｌｌＨａｕｓｄｏｒｆｆ（ＢＣＨ）公式

Ｂｇ（ｕ）＝ｌｏｇ（ｇ·ｅｘｐ（ｕ）） （１５）
其中ｌｏｇ为对数映射。
由于等变映射的合成仍为等变映射，可以构

造相对于李代数上的作用 Ｂｇ和光滑映射 Φｇ的
等变映射Φ°ｍｆ：ｇ→Ｍ。

ｇ →
ｆ

Ｇ →
Φｍ

Ｍ

Ｂｇ↑ ↑Ｌｇ ↑Φｇ

ｇ →
ｆ

Ｇ →
Φｍ

Ｍ

图３　李代数空间和流形之间的复合等变映射
Ｆｉｇ．３　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎｅｑｕｉｖａｒｉａｎｔｍａｐｂｅｔｗｅｅｎ

ｍａｎｉｆｏｌｄａｎｄＬｉｅａｌｇｅｂｒａｓｐａｃｅ

　　定义２　 （向量场的相关性）令 ：Ｍ→Ｎ为
流形间的光滑映射，Ｘ和Ｙ分别是Ｍ和Ｎ中的向
量场，如果Ｔ°Ｘ＝Ｙ°，则称Ｘ和Ｙ是相关的，
表示为Ｘ～Ｙ。

ＴＭ →
Ｔ
ＴＮ

Ｘ↑ ↑Ｙ

Ｍ →


Ｎ

图４　向量场的相关性
Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｅｄｎｅｓｓｏｆｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓ

　　定理１　如果是一个相对于无穷小生成元
ξＭ和ξＮ对应的流Φｅｘｐ（ｔξＭ）和Ψｅｘｐ（ｔξＮ）的等变映射，
则无穷小生成元ξＭ和ξＮ是相关的。

前面已经提到，光滑映射Φｍ：Ｇ→Ｍ和 ｆ：ｇ→
Ｇ的合成Φｍ°ｆ：ｇ→Ｍ是相对于李代数上的作用
Ｂｇ和光滑映射Φｇ的等变映射，则由定理１可知，
ｇ上流Ｂｇ的无穷小生成元 ξｇ和 Ｍ上流 Φｇ的无
穷小生成元ξΜ 是Φｍ°ｆ相关的，即有

ξＭ°Φｍ°ｆ＝ＴΦｍ°Ｔｆ°ξｇ （１６）

·７６１·
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空间变换关系如图５所示。

Ｔｇ
ＴΦｍ°

→
Ｔｆ

ＴＭ

ξｇ（ｕ）↑ ↑ξＭ（ｍ）

ｇ
Φｍ°
→
ｆ

Ｍ

图５　流形和李代数及其向量场之间的变换关系
Ｆｉｇ．５　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｍａｎｉｆｏｌｄ，

Ｌｉｅａｌｇｅｂｒａ，ａｎｄｔｈｅｉｒｖｅｃｔｏｒｆｉｅｌｄｓ

　　通常，流形上的微分方程为

ｙ＝ξΜ（ｙ）＝
ｄ
ｄｔｔ＝０

Φ（ｅｘｐ（ｔ·ξ（ｓ，ｙ）），ｙ）

（１７）
初始状态为ｙ０＝Φｙ０°ｆ（０）∈Ｍ。由于ｇ上无

穷小生成元ξｇ和Ｍ上无穷小生成元 ξＭ是 Φｍ°ｆ
相关的，Ｍ上的微分方程可以通过选择ξｇ变换为
ｇ上的等价系统。这样，流形 Ｍ上的微分方程的
求解就可以通过首先求解李代数 ｇ上的微分方
程，然后再通过Φｍ°ｆ映射得到流形中的解。

单位四元数运动学的微分方程可以重写为

ｑ＝Ａ（ｗ）ｑ （１８）
因此，单位四元数空间为齐性空间，其微分方

程的解为

Ｙ（ｔ）＝ｅｘｐ（Ａ（ｗ（ｔ）））·Ｙ０ （１９）
其中Ａ（ｗ（ｔ）满足下面的微分方程

Ａ
·

（ｗ（ｔ））＝ｄｅｘｐ－１Ａ（ｗ（ｔ））（Ω（ｔ）） （２０）
注意，ｄｅｘｐ－１Ａ（ｕ）（ｖ）对应着前述变换中的ξｖ（ｕ）。

２．２　凯莱映射（Ｃａｙｌｅｙｍａｐ）

上述积分求解的连续形式使用指数映射，但

在数值积分算法中无法精确得到指数映射的值，

其精度决定了数值算法的阶数。但在观测器设计

中，由于反馈保证了算法的收敛，因此一定程度的

数值误差是可以接受的。另一方面，考虑到高精

度的数值计算需要耗费更多的机器时间，而观测

器的运行速度则越快越好，因此使用凯莱映射代

替指数映射。

凯莱映射ｃａｙ：ｇ→Ｇ定义为

ｃａｙ（ｕ）＝１＋ｕ／２１－ｕ／２ （２１）

李代数空间中对应的向量场的计算方法为

ｄｃａｙ－１ｕ （ｖ）＝ｖ－
１
２［ｕ，ｖ］－

１
４ｕ·ｖ·ｕ（２２）

其中［·，·］为李括弧运算。

２．３　几何滑模观测器设计

设计几何滑模观测器目标是在仅有单位四元

数表示的姿态测量 ｑ情况下，使用观测器算法获

得角速度的估计值 ｗ^。
为了避免传统基于单位四元数的观测器算法

的缺点，即直接在单位四元数空间中构造反馈和

使用强制比例重调，本文提出在数值积分的李群

方法框架下，在李代数空间（向量空间）中引入反

馈，而不是直接在流形中引入反馈，构造滑模观

测器。

２．３．１　定义姿态误差
真实姿态和姿态的估计变量之间的误差定

义为：

ｑｅｑｑ^ （２３）
根据误差定义，当观测值与实际姿态相同时，

即 ｑ^＝ｑ时，珓ｑｅ＝０；而当 ｑ^≠ｑ时，珓ｑｅ＝ｓｉｎ（θ／２）ｎ，
表示沿三维空间轴ｎ旋转 θ。因此，将 珓ｑｅ当做反
馈变量。

２．３．２　构造等价李代数空间中的滑模观测器
姿态平台上的四旋翼飞行器模型已经在第一

节建立了，其中四旋翼飞行器的运动学由单位四

元数的演化律给出

ｑ＝１２ｑｗ （２４）

对应的等价李代数空间中表示的微分方程为

ξ
·
＝ｄｃａｙ－１ξ （Ａ（ｗ）） （２５）

其中

Ａ（ｗ）

０ －ｗ３ －ｗ２ －ｗ１
ｗ３ ０ ｗ３ －ｗ２
ｗ２ －ｗ３ ０ ｗ１
ｗ１ ｗ２ －ｗ１













０

（２６）

在李代数空间中构造滑模观测器

ξ
·
＝ｄｃａｙ－１ξ ｛Ａ［^ｗ－ｋ１ｓｇｎ（珓ｑｅ）］｝ （２７）

姿态平台上的四旋翼飞行器模型的动力学方

程为

Ｉｗ＝Ｍ－ｗ×（Ｉｗ） （２８）
则构造滑模观测器为

Ｉ^ｗ＝Ｍ－ｗ^×（Ｉ^ｗ）－ｋ２ｓｇｎ（珓ｑｅ） （２９）
２．３．３　计算流形上的等价积分

由等价李代数空间中连续形式的观测器，根

据数值积分的李群方法，可以得到离散形式的几

何滑模观测器

ｑ^（＋）＝ｃａｙ（Ａ（ξ^））^ｑ（－）

ξ^（＋）＝ξ^（－）＋…
…ｈ·ｄｃａｙ－１ξ ｛Ａ［^ｗ－ｋ１ｓｇｎ（珓ｑｅ）］｝

ｗ^（＋）＝ｗ^（－）＋…
…＋ｈ·［Ｍ－ｗ^×（Ｉ^ｗ）－ｋ２ｓｇｎ（珓ｑｅ













）］

（３０）

·８６１·
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其中ｈ为观测器积分步长。
需要注意的是，等变映射为瞬时等效，即在每

个步长的变化量计算时等效，因此等价李代数空

间中的积分总是从零开始积分。

观测器中非连续反馈的使用将导致震颤效应。

虽然观测器中的震颤仅存在于数值计算中（相比较

控制器的情形），不会对系统造成破坏，但为了使用

估计的角速度信息，需要增加低通滤波器。

３　仿真

仿真在 ＭＡＴＬＡＢ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ环境中实现。给
定四旋翼无人机的惯性参数为

Ｊ＝ｄｉａｇ（８．９４２　９．４５８　７．７８７）×１０－３

指定初始状态为

ｑ（０）＝［１　０　０　０］Ｔ

ｗ（０）＝［０　０　０］
和施加的力矩

Ｍ＝０．０１×［ｓｉｎ（ｔ）　ｓｉｎ（ｔ）　０］
仿真得到平台运行轨迹如图６和图７（包括

姿态轨迹和角速度轨迹）。以间隔０．０２ｓ获取采
样数据。

图６　平台姿态轨迹
Ｆｉｇ．６　Ａｔｔｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｏｆｐｌａｔｆｏｒｍ

图７　平台角速度轨迹
Ｆｉｇ．７　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｏｆｐｌａｔｆｏｒｍ

设定估计算法步长为 ０．０１ｓ，运行几何滑模
观测器算法，获得四旋翼飞行器的角速度估计如

图８。

图８　观测器得到的角速度估计
Ｆｉｇ．８　Ｅｓｔｉｍａｔｅｄａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙ

图９给出了滤波处理后角速度的估计值（实
线）与平台原始数据（虚线）的比较。仿真结果表

明跟踪效果良好。

Ａ

Ｂ

Ｃ
图９　角速度观测数据与原始数据的比较
（Ａ、Ｂ、Ｃ分别为沿ｘ、ｙ、ｚ轴的角速度）
Ｆｉｇ．９　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

ｄａｔａａｎｄｅｓｔｉｍａｔｅｄｄａｔａ

·９６１·
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４　结论与展望

针对四旋翼无人机的角速度估计问题，提出

一种基于流形上数值积分的李群方法的滑模观测

器设计框架。该算法基于等变映射思想，在齐性

流形空间的等价李代数空间中设计滑模反馈，从

而避免了直接在流形空间中设计反馈的复杂性，

并消除了传统方法在每个积分步骤中强制加入的

比例重调。仿真结果表明，几何滑模观测器算法

有效且易于实现。
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